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Introducéo

Um modelo é uma representacdo matematica de um
sistema fisico. A modelagem é a criacdo, calibragéo,
teste e validacdo de modelos, ao passo que a simu-
lacdo consiste no uso de um modelo para predizer o
estado de um sistema ao longo do tempo. Um dos
passos fundamentais para o processo de modelagem
€ a escolha de fungBes matematicas adequadas para
representar um sistema fisico.

Em muitas circunstancias, é necessario representar
uma mudanca mais ou menos abrupta hum sistema.
Um exemplo é o fendmeno da vasodilatagdo periférica
gue ocorre em animais, como resposta a um aumento
da temperatura ambiente. Isto ocorre dentro de uma
faixa estreita de temperatura, o que o caracteriza como
um estado de transicdo. Outro exemplo que pode ser
citado € uma mudanca no regime de alimentagéo de
animais (diversos niveis de restricdo ou a vontade), que
pode modificar a velocidade de ganho de peso.

Existem tipos de transicdo diferenciados, bem como
diversos modos de expressar matematicamente cada
tipo de transicdo. O objetivo deste trabalho é descrever
algumas funcdes de cada tipo e apresentar um grupo
de funcbes de transicdo continuas, mais adequadas
para modelagem.

Tipos de transicao

Trés tipos basicos de transi¢cdo podem ser definidos:

1Eng. Agr. PhD, Embrapa Suinos e Aves.

Comunicado

ISSN 0100-8862
Novembro, 2002
Concordia, SC

Técnico

Funcbes de Transicao para uso em
Modelagem

Flavio Bello Fialho?

Mudanca de nivel: Uma variavel pode ter um determi-
nado valor antes de um momento de transi¢céo e
um valor diferente apds a transi¢cédo. Por exemplo,
a taxa de ganho de peso de um animal recebendo
alimentacgdo restrita aumenta quando ele passa
a receber alimentacdo a vontade, conforme o
grafico de ganho de peso da Figura la.

Mudanca de taxa: A variagdo no valor de uma variavel
pode ser diferente antes e depois da transicéo,
de modo que, quando plotada num gréfico, a
declividade da curva mude. Por exemplo, o peso
corporal de um animal sob restricdo alimentar cre-
sce devagar até o momento em que a alimentacéo
passa a ser a vontade, quando o crescimento
passa a ser mais rapido, como no grafico de peso
corporal da Figura 1b.

Pulso: Um evento pode ocorrer apenas no momento
da transicdo, na forma de um pulso. Um exemplo
pode ser a mudanca de alimentacdo restrita
para alimentacdo a vontade, que ocorre num so6
instante, como o pulso no grafico de mudanca no
nivel de alimentacado da Figura 1c.

Matematicamente, uma mudanca de taxa é a inte-
gral de uma mudanca de nivel, que é a integral de um
pulso. Visto de outra forma, um pulso é a derivada
de uma mudancga de nivel, que é a derivada de uma
mudanca de taxa, de modo que os trés tipos de fungdo
estdo relacionados.

Em@a



Funcdes de Transicdo para uso em Modelagem

)

2o

224 Y

(@]

(7] :

8 H

o _| AY

T o :

2

T Yo

(Do a Xt

s S | | | |
0 5 10 15 20

Tempo (dias)

—9Q

o) ©

<

I

212 -

5]

o

@]

n o _|

O N~

o

|

o]
| | | | |
0 5 10 15 20

Tempo (dias)

'

On

g | Pw

[

GE’O

T o

(0]

©

° _

O

CO

33

§O Xt

[ | | | | |

(&)
0 5 10 15 20

Tempo (dias)

Figura 1 — Fung®es de transicao instantanea

Transicao instantanea

O modo mais primitivo de se representar uma tran-
sicdo é considerar que ela ocorra instantaneamente, ou
seja, que o periodo de transi¢cdo seja zero, conforme
mostrado na Figura 1. Sendo x a variavel independente
(geralmente tempo) e x, 0 momento da transicdo, as
funcbes de mudanca de nivel (Y(X)), mudanca de taxa
(Z(X)) e pulso (P(x)) sdo definidas do modo a seguir.

Mudanca de nivel: A funcéo Y(x) tem um valor antes
de % e um valor diferente depois de x. Sendo Y, o valor
(nivel) da variavel antes da transicéo e AY a variacdo no
nivel causada pela transicao, tem-se:

Yo para X < X

Y(X):{YO+AY para X <X

No exemplo da Figura l1a, x = 10, ¥ = 0.2 e
AY =0.8.

Mudanca de taxa: A funcdo Z(x) tem uma declividade
antes de x e uma declividade diferente depois de X.
Definindo-se a e b como o intercepto e a declividade
da equacdo linear antes da transicdo, respectivamente,
e Ab como a variagdo na declividade causada pela
transigcdo, a funcdo Z(x) pode ser obtida pela integral de
Y(X), com as restricdes b =Yy, Ab = AY, Z(x%) = a+mx e
continuidade em x:

704 = a+ bmx para X< %
" | a+bmx+Abm(x—x) para x <X
No exemplo da Figura 1b, x, =10, a=68,b=0.2 e
Ab=0.8.

Pulso: A funcdo P(X) € a derivada da funcdo de
mudanca de nivel. Devido & descontinuidade em Y(x),
a funcdo de pulso tem valor infinito no instante da
transicdo e valor zero nas demais situacoes:

0 para x<X
o para X=X
0 para x <X

P() =

No exemplo da Figura 1c, x = 10.

Nota-se, na Figura 1, que a funcdo de mudanca de
nivel Y(x) € descontinua e que a fun¢do de mudanca
de taxa Z(x) ndo é suave (existe um angulo na curva).
A funcéo de pulso P(x) ndo sé é descontinua, como o
Unico valor que difere de zero é infinito. Todas essas
caracteristicas das funcbes de transicdo instantanea
sdo indesejaveis, pois dificultam a modelagem e a
andlise de dados para ajuste dos pardmetros do
modelo. Além disso, os fendbmenos naturais geralmente
sdo continuos, e as mudancas ocorrem dentro de um
intervalo de tempo maior que zero.

Transicao linear

Uma evolugdo no modelo de transi¢éo é considerar
gue a mesma ndo seja instantdnea, mas que exista
um intervalo Ax, dentro do qual a transicdo ocorre.
Exatamente no meio deste intervalo, situa-se x, de
modo que os limites inferior e superior do intervalo
sejam x — AX/2 e X + Ax/2.

Considerando que a mudanca entre um nivel e
outro seja linear, as fun¢Bes de transicdo podem ser
redefinidas, conforme ilustrado na Figura 2. Sendo
x a variavel independente (geralmente tempo), x o0
momento da transicdo e Ax o intervalo de transicdo, as
funcBes de mudanca de nivel (Y(X)), mudanca de taxa
(Z(x)) e pulso (P(x)) sdo definidas do modo a seguir.
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Figura 2 — Fungdes de transicéo linear

Mudanca de nivel: A funcéo Y(x) tem um valor antes
de x, — Ax/2 e um valor diferente depois de x + Ax/2.
No intervalo de transicdo, entre x — Ax/2 e x + Ax/2,
a funcado varia linearmente entre esses dois valores.
Sendo Yy o valor (nivel) da variavel antes da transicédo
e AY a variagdo no nivel causada pela transicao,
e impondo-se restricdes de continuidade nos pontos
X — DX/2 e x + Ax/2, tem-se:

Yo parax < % — &
Y =4 Yo+ Bm(x—x+5) parax — & <x<x+ &
Yo + AY para x + 2 < x

No exemplo da Figura 2a, x = 10, Ax = 10, Yo = 0.2
e AY =0.8.

Funcdes de Transicdo para uso em Modelagem

Mudancga de taxa: A funcéo Z(x) tem uma declividade
antes de x — Ax/2 e uma declividade diferente depois
de x + Ax/2. No intervalo de transi¢do, entre x; — Ax/2
e X + Ax/2, a declividade varia entre esses dois
valores. Definindo-se a e b como o intercepto e
a declividade da equacéo linear antes da transigéo,
respectivamente, e Ab como a variacéo na declividade
causada pela transicao, a funcdo Z(x) pode ser obtida
pela integral de Y(X), com as restricdes b = Yy, Ab = AY,
Z(x — Ax/2) = a+ bax e continuidade em x — Ax/2 e
X +Ax/2:

a+ bax
Ab Ax)\ 2
a+ bmx+ rm (x —x + F)
parax — & <x < x + &

2 —_—
a+ bmx + Abm(x — X para x + & < x

Ax
parax<xt—7

Z(x) =

No exemplo da Figura 2b, x = 10, Ax = 10, a = 68,
b=0.2eAb=0.8.

Pulso:  Afuncao P(x) possui um valor diferente de zero
dentro do intervalo de transi¢éo e igual a zero fora do
mesmo. Definindo-se P como a intensidade do pulso (a
area sob a curva), a fungcao P(x) pode ser obtida pela
derivada de Y(x), com a restricdo P = AY:

0 para X <x — &
— A A
P(X)=4 P/Ax para x —F <X<X+5
0 para X + 5 <x

No exemplo da Figura 2c, x = 10, Ax=10e P=0.8.

As fungBes de transicdo linear definem uma tran-
sicdo mais suave que as func¢des de transicdo instanta-
nea. No entanto, elas ainda apresentam mudancas
bruscas. A funcdo de mudanca de nivel Y(x) apresenta
angulos e a fungcdo do pulso P(xX) € descontinua.
Idealmente, todas as trés funcdes deveriam ser conti-
nuas e suaves (com derivada continua). Além disso,
a definicdo das funcdes € feita em trés segmentos,
gquando o ideal seria uma funcao Unica que descrevesse
a transicao.

Outro problema é que as fungBes de transicdo
linear ndo indicam, fora do intervalo de transicdo, a
proximidade do mesmo, sendo a entrada na area de
transicao feita de forma brusca.

Transic&do suavizada

E possivel definir fungdes de transicdo que resolvam
todos os problemas anteriores. Tais fun¢des, ilustradas
na Figura 3, séo continuas, suaves e comegam a
apresentar sinais de mudanca antes que a transicéo
efetivamente ocorra.
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Figura 3 — Funcdes de transi¢do suave

Sendo x a variavel independente (geralmente tem-
po), % 0 momento da transicdo e Ax o intervalo de
transicdo, as fungbes de mudanca de nivel (Y(X)),
mudanca de taxa (Z(x)) e pulso (P(x)) sdo definidas do
modo a seguir.

Mudanca de nivel: A fun¢do Y(x) tem um formato
sigméide ao redor de x. Sendo Yy o valor (nivel)
da variadvel antes da transicdo e AY a variacdo no
nivel causada pela transicdo, a funcdo se aproxima
assintoticamente de Yy quando o valor de x diminui, e
de Yo + AY quando o valor de x aumenta, tendo valor
igual a Yp + AY/2 em x. Mantendo-se a velocidade de
transicdo semelhante a da funcgéo linear, tem-se:

-1
Y(X) =Yy +AYnm (1 + e78lln 2.(X7Xt)/AX>

No exemplo da Figura 3a, x = 10, Ax = 10, Yy = 0.2
e AY = 0.8.

Mudanga de taxa: A funcdo Z(x) curva-se ao redor
de X, tendo uma declividade antes da transi¢do, que
gradualmente muda para uma declividade diferente
depois da mesma. Definindo-se a e b como o intercepto
e a declividade da equacdo linear antes da transicéao,
respectivamente, e Ab como a varia¢do na declividade
causada pela transicdo, a funcdo Z(x) pode ser obtida
pela integral da funcdo de mudanca de nivel, com as
restricbes b =Yy, Ab = AY e limy_,_» Z(X) = a+ bax:

AbmAx 8mln 2m(x—
=—a+ F— X)/Dx +
Z(x) = a+ bax omln 2lln (e 1)

No exemplo da Figura 3b, x, = 10, Ax = 10, a = 68,
b=0.2eAb=0.8.

Pulso: A funcdo P(x) é a derivada da fungdo de
mudanca de nivel. Definindo P =Yy como a intensidade
do pulso (a area sob a curva), a funcao tem a seguinte
forma, para uma transicao suave:

Smin 2 o—8mIn 2m(x—x,)/Ax

AX . (1 + g—5aln 2-(x7><1)/Ax)2

P(xX) = Pm
No exemplo da Figura 3c, x = 10, Ax=10e P =0.8.

As transi¢cfes suavizadas séo continuas, de modo
que o valor da funcdo se modifica gradualmente. A
medida em que o ponto de transicdo x Sse aproxima,
a mudanga fica cada vez mais intensa, sendo maxima
em x; (no caso de um pulso, o pico ocorre em x). Desse
modo, 5,9% da transi¢cdo ocorre antes do periodo de
transicdo definido por Ax, 88,2% da mudanca ocorre
dentro de Ax e 0s 5,9% restantes ocorrem depois. Isto
permite um ajuste gradual do sistema ao fenébmeno de
transicdo, como geralmente ocorre em sistemas fisicos.

Observacoes finais

Na sua forma mais simples, as funcdes de transicédo
suavizada tém os valores Y = b =0, AY = Ab=P =1,
% =0, Ax=8mIn2 e a=0, fazendo:

1
1+e

Y(X) =

Z(x) = In (€ + 1)

ef)(
PK) = ——
1+e)
As func@es suavizadas tém a vantagem adicional de
poderem ser combinadas facilmente para representar
duas ou mais transi¢ées:



Y*X) = Yo+AY;m (l +g8min 2-(x—xu)/Ax1>*l +

+AY,m (1 + e*8"“2'(X*“2)/AX2) T

Abl.AXl
+bax+ ———*
a+ bt 2

M.m (eg'ln 2m(x—x2) /% 4 1) + ...
8min2

ZH(x) = min (es"” 2m(x—x1)/Bx 1) +

Smin?2 e78l In 2m(X—x¢1) /DXy

| ] +
AXq (1 + o 8mIn2m(x—x1)/Bx ) 2
Smin 2 o 8mIn 2m(x—x2) /A%,

+Pm [ | +...
2 AXo (1 + g—oain 2-(xfx¢z)/sz)2

PX)= Pm
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Funcdes de Transicdo para uso em Modelagem

Cada uma destas funcdes é simplesmente a soma
de duas ou mais das fungdes descritas anteriormente.

As aplicacdes praticas das fungbes de transicao
ndo se restringem a trabalhos complexos de mode-
lagem. Na analise estatistica de experimentos para
determinacdo de exigéncias nutricionais, por exemplo,
€ comum o uso da metodologia LRP (“linear response
plateau”). Essa técnica representa a exigéncia como o
ponto onde a resposta de um animal a niveis crescentes
de suplementacdo nutricional deixa de ser linear e
atinge um platd. Uma transi¢cdo suave de mudanca de
taxa, como a descrita pela fungdo Z(x) representaria
melhor a resposta biolégica do animal, num caso como
este.

Sempre que possivel, para representar mudancas
bruscas num sistema fisico, as fungfes continuas
descritas neste trabalho devem ser usadas, no lugar de
funcBes de transicdo instantaneas ou lineares.
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