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Um Modelo Deterministico
para Avaliacaodo Controle
Biolégico de Praga de Citros

Sénia Ternes !
Hyun Mo Yang ?

Resumo

O uso de modelos matematicos aplicados ao controle biolégico de pra-
gas permite analisar o sistema praga-parasitos. Com esse objetivo foi
desenvolvido um modelo matematico deterministico e compartimental
que visa descrever a dindmica populacional do inseto-praga Phyllocnistis
citrella (larva-minadora-da-folha-dos-citros) em intera¢cdo com os inimi-
gos naturais Galeopsomyia fausta (parasito nativo) e Ageniapis citricola
(parasito exoético). Através do estudo analitico do sistema de equacgdes
diferenciais que representa o modelo, avaliou-se a possibilidade de coe-
xisténcia entre as espécies e a competicao entre os dois inimigos natu-
rais. Na andlise das trés espécies em interacao foram obtidos limitantes
inferiores e superiores para os parametros k, e k,, que representam, res-
pectivamente, a capacidade de parasitismo para os inimigos naturais
nativo e exdtico. Quando tais limites sdo obedecidos, a coexisténcia entre
as espécies é possivel. Caso contrario, a populacao de um dos parasitos
é deslocada e, dependendo das condi¢des do agroecossistema, a pre-
senca de um Unico inimigo natural pode néo ser suficiente para o contro-
le da populacédo do inseto-praga, podendo causar danos econémicos a
citricultura nacional.

Termos para indexagdo: modelos matematicos, dindmica de populagdes,
larva-minadora-da-folha-dos-citros, inimigos naturais.
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Caixa Postal 6041, Bardo Geraldo - 13083-970, Campinas, SP. e-mail:
sonia@cnptia.embrapa.br

2 Dr. em Fisica, Prof. do Departamento de Matematica Aplicada, IMECC-Unicamp, Cai-
xa Postal 6065, Bardo Geraldo - 13081-970, Campinas, SP. e-mail:
hyunyang@ime.unicamp.br



Um Modelo Deterministico para Avaliagcdo do Controle Bioldgico de Praga de Citros



Deterministic Model for
Evaluationof the Biological
Control of Citrus Leafminer

Abstract

The use of mathematical models in the biological control of insect pests
allows to evaluate the pest-parasite system. With this in mind it was
developed a compartimental and deterministic mathematical model to
describe the population dynamics of the pest Phyllocnistis citrella (citrus
leafminer) in interaction with its natural enemies Galeopsomyia fausta
(native parasite) and Ageniapis citricola (exotic parasite). By the analytical
study of the equation system, we evaluated the coexistence among the
three species and the competition between the natural enemies. In the
analysis of the species in interaction were obtained inferior and superior
limits for k, and k, parameters, which are related to natural enemies
parasitism ability. When these limits are obeyed, it is possible the
coexistence among the three species. Otherwise, one of the parasite
population is displaced. After that, depending on the ecossistem
conditions, the presence of only one natural enemy could not be efficient
to control the population pest and economic damage could be caused to
national citrus crop.

Index terms: mathematical models, population dynamics, citrus leafminer,
natural enemies.
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Introducao

A cultura da laranja é de extrema importancia econémica para o Brasil.
Em 1996 o pais exportou cerca de 1,2 milhdo de toneladas de suco
concentrado de laranja, gerando uma receita de 1,2 bilhdo de dodlares
(Graziano, 1997). O Estado de Sao Paulo é responsavel por 80% da
producdo nacional, tendo alcan¢cado em 1997 a producéo recorde de 383
milh&es de caixas (de 40,8 kg) (Amaro et al., 1998).

Devido a esta importancia, € necessario o controle permanente de pragas
dessa cultura através de métodos eficientes, capazes de conter o avango
das pragas sem agredir o agroecossistema.

Novas pragas e doencas surgiram recentemente na citricultura brasileira.
Dentre elas destaca-se a “larva-minadora-da-folha-dos-citros”,
Phyllocnistis citrella (Lepidoptera: Gracillariidae) (Chagas, 1999), que foi
encontrada pela primeira vez no Brasil em marco de 1996 em Iracemapolis,
Sao Paulo e rapidamente se disseminou para outros estados.

A P, citrella ataca preferencialmente folhas novas em brotac¢des de citros.
A fémea da P. citrellaovipde sob a superficie ventral da folha. O ovo eclode
dando origem a larva que fura a epiderme da folha e caminha formando
minas. A pupacdo ocorre dentro da mina, em uma célula especial (camara
pupal) localizada na margem da folha. A formacédo das minas leva a atrofia
do tecido foliar e favorece a infec¢do da planta por agentes
fitopatogénicos, como o cancro citrico, causado pela bactéria
Xanthomonas axonopodis pv. citri. Segundo Chagas (1999),
levantamentos realizados em condi¢des de campo tém demonstrado um
indice de infestacdo de cancro de até 75% em folhas de citros, quando a
larva-minadora esti presente. Estima-se que nos ultimos dois anos o
cancro-citrico causou prejuizos de 300 milhées de reais (Fundecitrus,
2001).

A regido de Limeira, uma das cinco maiores regifes citricolas do Estado
de Sao Paulo, apresenta as condi¢ces basicas para o desenvolvimento
da P, citrella, ou seja, umidade relativa do ar superior a 60% e temperaturas
médias acima de 25°C, durante os meses de setembro a abril, periodo no
qual se concentram os maiores fluxos de brota¢des novas (Chagas, 1999),
demonstrando o potencial de danos desse inseto-praga.
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Para combater a P. citrella usa-se agrotdxicos, mas pode-se utilizar
também o controle biolégico, como preconizado pelo Manejo Integrado
de Pragas (MIP).

No MIP, o controle biolégico é associado ao uso de técnicas culturais e
inseticidas, a fim de obter um resultado eficiente, econdmico e
ecologicamente viavel (Bosch et al., 1985). No MIP, o monitoramento do
nivel populacional da praga é necessario, observando-se alguns indices
importantes, tais como o nivel de dano econdmico (ND) - menor
densidade populacional que causa prejuizo econdmico, compensando,
portanto, a aplicacdo de medidas de controle — e o nivel de limiar
econdmico (NL) — nivel populacional no qual medidas devem ser tomadas
para se evitar que a populacdo do inseto-praga atinja o ND - (Silveira
Neto et al., 1976).

Na tentativa de manter a minadora abaixo do ND e reduzir o risco de
contaminacao de cancro nos pomares, pesquisadores vém desenvolvendo
projetos visando o seu controle biolégico.

No Estado de S&o Paulo, a espécie Galeopsomyia fausta (Hymenoptera:
Eulophidae) foi identificada como o principal parasito nativo da P, citrella
(Sa et al., 1998). A G. fausta é um ectoparasita (se desenvolve fora do
hospedeiro) da fase de pupa. A fémea da G. fausta ovipde sobre a cAmara
pupal da minadora. O ovo eclode e a larva se alimenta da pupa desse
inseto-praga, ocasionando a sua morte. A reproducdo deste parasito
nativo é do tipo partenogénese telitoca (6vulo ndo fecundado produz
apenas fémeas), apresentando machos ocasionais (LaSalle & Pefia, 1997).

A espécie Ageniaspis citricola (Hymenoptera: Encyrtidae) foi introduzida
no Brasil em 1998, visando o controle biol6gico da P. citrella (Chagas et
al., 1999). Essa espécie exdtica € um endoparasita de ovos e larvas jovens
da minadora. O parasitismo é gregério, podendo produzir até oito ovos
por hospedeiro (desenvolvimento por poliembrionismo). A fémea da A.
citricola deposita seu ovo dentro de ovos e larvas da minadora, matando
o hospedeiro quando esse alcanga o estagio de pré-pupa. Machos e
fémeas sdo produzidos, com os ovos néo fertilizados produzindo machos
(partenogénese arrendtoca) e ovos fertilizados produzindo machos e
fémeas (Edwards & Hoy, 1998).
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O objetivo desse trabalho é apresentar um modelo matemaéatico
compartimental e deterministico para analisar a dindmica populacional
do inseto-praga Phyllocnistis citrella em interacdo com seus inimigos
naturais Galeopsomyia fausta (parasito nativo) e Ageniaspis citricola
(parasito exotico). Com o estudo analitico do sistema de equacgdes
diferenciais que descreve o modelo, avalia-se a eficiéncia do controle
biolégico da P. citrella através da possibilidade de coexisténcia entre as
espécies e da competicdo entre os dois inimigos naturais.

Material e Métodos

O fendmeno bioldégico da interagdo praga-parasitos € descrito por um
modelo matematico deterministico e compartimental, representado por
um sistema de equacdes diferenciais ordinarias nao-lineares.

O modelo mateméatico proposto visa descrever a dindmica populacional
do inseto-praga Phyllocnistis citrella num processo de parasitismo pelos
inimigos naturais Galeopsomyia fausta e Ageniaspis citricola.

A abordagem utilizada caracteriza-se pelo desenvolvimento de modelos
compartimentais estagio-estruturados. Cada compartimento do modelo
representa uma fase do ciclo de vida do inseto. Assim, o0 processo que
representa as entradas e saidas em cada fase ou estagio do ciclo é descrito
matematicamente por uma equacao diferencial ordinaria.

As vantagens do uso de modelos estagio-estruturados foi descrita
adequadamente por Murdoch (1990). Na literatura destacam-se os
trabalhos de Godfray & Waage (1991) e de Hearne et al. (1994) com tais
caracteristicas. Entretanto, Godfray & Waage (1991) consideraram apenas
dois estdgios genéricos (imaturos e adultos) na representag¢ao do ciclo
de vida das espécies em estudo (um hospedeiro e dois parasitéides). Por
outro lado, Hearne et al. (1994) consideraram todos os estagios do ciclo
de vida das espécies (um hospedeiro e um parasitdide), incluindo
diferentes estadios para a fase de larva do hospedeiro.

No modelo proposto a seguir consideram-se todas as fases principais do
ciclo de vida diretamente envolvidas no processo de parasitismo, ou seja,
as fases de larva, pupa e inseto adulto. As demais fases sado englobadas

11
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em parédmetros apropriados (por exemplo, ao considerar apenas 0s
compartimentos de larva e inseto adulto para uma determinada espécie,
a taxa de passagem da fase de larva para adulto inclui o tempo de duragédo
da fase de pupa). Tal simplificacao permite a manipulacdo algébrica do
sistema de equacdes diferenciais resultante e a consequiente obtencgéo
de importantes resultados analiticos.

Na construgédo do modelo e defini¢do dos compartimentos considerou-se que:

e 0 modelo representa a populagdo de fémeas ao longo do tempo,
sendo que a populacao total, que inclui os machos, pode ser estimada
usando-se a razdo sexual de cada espécie;

e o inimigo natural nativo é um parasito generalista, de tal modo que
a populacao dessa espécie mantém um crescimento natural
independente do nivel da populacdo da praga,;

e 0 inimigo natural exético € um parasito especifico e o crescimento
da sua populagédo s6 é possivel na presenca da praga, devido ao
beneficio decorrente do parasitismo;

e uma vez que a competicdo expressa-se indiretamente pela
disponibilidade do alimento (praga), ndo se considera competicao
direta entre os dois parasitos;

e 0os periodos de cépula, pré-oviposicao, maturacao e viabilidade dos
ovos estdo considerados conjuntamente na taxa de natalidade.
Assim, a fase de ovo nao é representada num compartimento em
separado nos modelos, contribuindo para a simplificacdo dos
mesmos; e

e afase de larva ndo é subdividida em estadios, ou seja, é considerada
uma fase larval Unica que engloba todos os estadios. De modo
semelhante, as fases de pré-pupa e pupa sdo consideradas como
Unica.

Com base nessas hipoteses, as variaveis dinamicas consideradas no
modelo sdo as fases de larva (L, ) , pupa (P) e adulta (M) para o inseto-
praga; as fases de larva (Lg) e adulta (G) para o parasito nativo e as fases
de larva (L,), fémea virgem (A ) e fémea acasalada (A) para o parasito
exotico.
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A Fig. 1 mostra o esquema de compartimentos do modelo proposto. As
setas tracejadas representam o ganho nos compartimentos L, Lyel,
devido ao crescimento natural das populag¢des, ou seja, decorrente da
oviposicao do inseto adulto. As setas continuas horizontais representam
a mudanca de individuos entre dois compartimentos consecutivos e as
verticais representam a saida do compartimento devido a mortalidade
natural de cada estagio de desenvolvimento. As setas na diagonal (ponto
e linha) representam perda (L, e P) ou ganho (Lge L,) ao compartimento,
devido ao processo de parasitismo. Como o modelo representa apenas a
populacéo de fémeas de cada espécie, o compartimento L, € beneficiado
apenas pelo parasitismo decorrente de A sobre L_.

Phyllocnistis citrella:
AL . Lara o1 Fupa oz | Fames
[Lmi (Fa M
/ . S ELP,.Q)
f:![I.m;ﬂV]J- " 1 . f_.‘tl.:n, Al "2 l \.2 ":! l
¥ M k)
Galeopsomyia fausta:
o - Lana iz Fame=
Ly (@)

. .
N [F. 3]
"1:1 N "31
.

Ageniaspis citricola:

- " Famez .
& A Larsa Sz virgem o Fame=s

Lay P "

.
- . Lo, A " "
"1zl '\?t s &1 L i u.al
Y

Fig. 1. Esquema de compartimentos do modelo matematico.
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Os parametros relacionados ao inseto-praga sdo as taxas de larvas que
originam pupas (o), pupas que ddo origem a adultos (o), mortalidade
das fases de larva (u,), pupa (u,) e fémea adulta (n,). A funcdo ®(M)
corresponde a taxa per capita de crescimento da populacdo do inseto-
praga. As fungdes f,(P,G), f(L_, A) e f(L_, A) correspondem ao
parasitismo de fémeas do inimigo natural nativo (G) e de fémeas virgens
(A,) e acasaladas (A) do inimigo natural exotico sobre o inseto-praga,
respectivamente. A fase ovo foi incorporada na fungdo ®(M).

Os parametros relacionados ao parasito nativo sdo as taxas de larvas do
parasito nativo que, passando pela fase de pupa, vao originar individuos
adultos (a,,), mortalidade das fases de larva e pupa (u',,), e mortalidade
do individuo adulto (u’,). As fun¢des ®'(G) e g'(P,G) representam a taxa
per capita de crescimento da populagéo do parasito nativo e o crescimento
da populacdo do parasito nativo decorrente do parasitismo,
respectivamente. A fase de pupa esta embutida nos parametros o, e u’,,.

Os parametros relacionados ao parasito exético sao as taxas de larvas
do parasito que, passando pela fase de pupa, vao originar fémeas virgens
(o’ ,,), fémeas pos acasalamento (o”",), mortalidade das fases de larva e
pupa (u”,,) , mortalidade de fémeas virgens (1”,) e mortalidade de fémeas
acasaladas (u'’,). As funcdes @ '(A) e g’'(L,.A) representam,
respectivamente, a taxa per capita de crescimento da populacdo do
parasito exético e o crescimento da populagdo do inimigo exético
decorrente do parasitismo. A fase de pupa esta embutida nos parametros

o 126M 12°

As fungdes f(.), f(), (), g() e g"() descrevem a interagéo entre as
espécies do inseto-praga e dos parasitos e sdo aproximadas pelas
expressoes (1.1). E assumido existir um encontro aleatorio (Severo, 1969)
entre a fémea de G. fausta e a pupa do inseto-praga, e entre as fémeas
virgens e acasaladas de A . citricola e a larva do inseto-praga. Assim,
devido a esses encontros, ocorre um decréscimo na populacdo de pupas
e larvas da P, citrella, proporcional as taxas k, k, e k, respectivamente.
Em contraposicao, as populacdes de pupas do parasito nativo e de larvas
do parasito exético sdo beneficiadas por este encontro aleatério, de modo
proporcional as taxas k’, e k7', respectivamente. Essas aproximages
sd@o razoavelmente boas quando as populagdes sdo abundantes, o que
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pode ndo ocorrer na pratica. Porém, a utilizacado de expressdes simples
para descrever tais fun¢des facilita a obtencéo de resultados analiticos.

P, G)=k,PG

]F3 (Lm > A, )= k3LmAv

i@, AD=k,L A (1.1)
g2'(P,G)= KPG

g”(L,,, A)= kL, A,

As taxas de crescimento natural ®(.), ®(.) e ®'(.) caracterizam as
diferentes consideracdes sobre a dindmica vital. O modelo considera que
as trés populagdes crescem da mesma forma e sdo controladas pela
capacidade de saturacdo do meio ambiente, ou seja, seguem o
crescimento logistivo de Verhulst (Edelstein-Keshet, 1988; Murray, 1993),

~

CID(M)ng(l - g)

J CID’(G)=¢’(1— GJ (1.2)

=
@ (=071-%)
L C

onde @(.), ®’(.) e @'(.) correspondem a taxa de, respectivamente, ovos da
fémea do inseto-praga que originam larvas, de ovos da fémea do parasito
nativo que originam pupas e de ovos da fémea acasalada do parasito
exotico que originam larvas. Os parametros ¢ > 0 e ¢ > 0 referem-se aos
limites superiores que as populacbes M, G e A, respectivamente, atingem
decorrentes da capacidade de saturacdo do meio-ambiente.

Para o estudo analitico das trés popula¢gfes em interacéo considera-se ainda
que:

e a hipodtese de que o crescimento da populag¢do do parasito exoético
sO é possivel na presenca do inseto-praga, por ser um parasito
especifico, corresponde a se ter ® = 0, ou seja, o crescimento
intrinseco da populacédo é nulo;

15



16

Um Modelo Deterministico para Avaliagdo do Controle Bioldgico de Praga de Citros

e a capacidade de parasitismo das fémeas virgens (Av) do parasito
exotico é semelhante a capacidade das fémeas acasaladas (A). Tal
hipétese corresponde a k, = k,;

e 0 beneficio do processo de parasitismo na populacdo de larvas do
parasito nativo é proporcional ao prejuizo na popula¢do de pupas
do inseto-praga, ou seja, k" =ak,, com0O<a<1;e

e de modo semelhante, o beneficio do processo de parasitismo na
populacdo de larvas do parasito exoético € proporcional ao prejuizo
na populagéo de larvas do inseto-praga, ou seja, k" =ak,, comO0 <
a<l.

Assim, considerando as hipo6teses anteriores e as equacgdes (1.1) e (1.2),
o0 modelo matematico incorporando a dindmica vital das trés populacdes
em interacao, representado na Fig. 1, é descrito por um sistema composto
de 8 equacg0es diferenciais ordinarias ndo-lineares dado por

[dL M
Tty (e LGRS IR
t c
le—f:all'm - (062 +:u2)D_k2PG
dM
d_t:azp_‘LL}M
dL 7 G ’ ’
£ :¢(1_—,)G_(a12 +‘Ll12)Lg+ak2PG (1.3)
dt c
dG 7 ’
720612Lg -G
dLa ” ”
7 = _(O‘lz +U, )La +ak,L, A
dA, ” ’ ’
d_t:aIZLu - (053 + U, )Av
dA V4 ”
IZO%AV — HzA.

Esse sistema é explorado analiticamente no préoximo item.
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Resultados e Discussao

O sistema de equacgdes (1.3) representa a dinamica das populacdes de
fémeas do inseto-praga, parasito nativo e parasito exotico em interagéao.
Tal sistema é estudado em regime estacionario e seus pontos de equilibrio,
com respectivas condi¢cdes de existéncia e estabilidade local, sé&o
determinados analiticamente (Edelstein-Keshet, 1988).

A analise em regime estacionario do sistema (1.3) para as populagdes
em interacdo (k, # 0 e k,# 0) apresenta 6 pontos de equilibrio. O primeiro
é a solucdo trivial, que representa a auséncia ou extincao das populacdes,
com condicdo de existéncia e estabilidade dada porR<1e R <1, com

v
R ala2¢ ’_ a]2¢

= e R =
o+, Yo, +41, ) Wl + i)

onde R refere-se a populacdo do inseto-praga e R” ao parasito nativo
(Ternes, 2001). Tais parametros representam a capacidade de producéo
de descendentes viaveis para cada espécie.

Os demais pontos de equilibrio referem-se ao dominio de uma populagéo
(e extingdo das demais espécies) e a coexisténcia entre 2 ou 3 espécies.
O estudo analitico de tais pontos € apresentado a seguir.

Dominio de uma unica populacao

O primeiro ponto de equilibrio nao trivial para as populacdes em interacdo
refere-se a presenca Unica do inseto-praga e a extingdo da populacao
dos dois parasitos. Tal ponto € dado por

=L e o L= Loo.o.0.0
Rla,| R R

N' = C.uz(az +‘u2)
o,

com condi¢des de existéncia e estabilidade dadas porR>1e R" < 1.
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O segundo ponto de equilibrio ndo-trivial refere-se a presenca Unica do
parasito nativo e extingdo das populacdes do inseto-praga e parasito
exotico. Esse ponto é expresso por

N; =|0,0,0, ‘ﬁ(l— 1—} c'(l— 1—,}0,0,0
o, R R

com condi¢cdes de existéncia e estabilidade dadas por R<1e R > 1.

Observe a inexisténcia do ponto de equilibrio representando a presenca
Unica do parasito exoético, pois tal populacdo so6 cresce na presencga do
inseto-praga, devido ao ganho no processo de parasitismo.

Coexisténcia entre populacédes

O sistema (1.3) possui o ponto de equilibrio N.°, que representa a
coexisténcia entre o inseto-praga e parasito nativo, e o ponto de equilibrio
N,", que representa a interacdo entre o inseto-praga e parasito exatico.
Além desses, hd no maximo dois pontos de equilibrio para representar
as trés populag¢des vivendo conjuntamente.

A solucéo néao trivial N3* = (L, Py My, Lg3, G, 0,0,0) € dada por (2.1).
Observa-se que se deve ter L . >0,P,>0, M, >0,L,>0eG, >0,
implicando, pela manipulagéo algébrica do termo a direita na expressao
de M., nas seguintes condigdes:

e seR<1leR <1, ambas as populacdes se extingiiem devido a baixa
capacidade de reproducéo das espéciese N,"= (0,0, 0,0, 0, 0, 0, 0);

e seR<1leR >1, apopulacdo do inseto-praga se extinglie devido a

sua baixa capacidade de reproducéo e N,”= N,

e seR>1, R >1ek,>R(1-R) (0, +u,) [c (1-R)]* apopulagdo do
inseto-praga se extingiie devido ao alto grau de parasitismo e N," =
N,

e seR>1,R >1ek,<R(1-R)(o,+u,)[c (1-R)]? aexisténcia do
ponto de equilibrio N,* é satisfeita e as populagbes mantém-se em
coexisténcia;

e seR>1eR <1, acondicdo de existéncia de N,” € sempre satisfeita.
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' 1 M,
.= |o1-25

" (al +:ul)|:¢[ ¢ }W{I

P=—=M

3 a, 3

’ -1 ’ ’ ’ ’ 7,
A/I_3= &, [1+ 06106224)¢ :| { o, 0,09 + Hs (0612 +,UIZ)_ o (0!2 + :uz) ¢/:|
al;k, L acc,:us k22 (al +:u2) C,:u3k2 (al +:u1) allz ck,

L_

g3

__oole (| M) (etu,)
anisk o+ )

c k,

__ o« 1_%_{a2+g2_} @1
| Dok, + ) ¢ ky '

A estabilidade local da solugéo estacionaria N.” € avaliada pelo Método
do Autovalor-Autovetor (Edelstein-Keshet, 1988), através das raizes A do
polindmio caracteristico.

S

¥(2)=det(J|N; |-Ar)=0 (2.2)

onde J[N,’] é a matriz jacobiana do sistema de equacgdes (1.3) calculada
no ponto N." e / € a matriz identidade de ordem 8. Para que o termo
independente do polindmio em A seja estritamente positivo deve-se ter

K (o + s oty +17)

k4 n ’L
a0 L,

e, consequentemente, N,” € localmente e assintoticamente estavel (Leite
et al., 2000).

Esse ponto de equilibrio ndo é biologicamente satisfatorio, pois na pratica,
percebe-se que o inseto-praga, quando parasitado apenas pelo inimigo
natural nativo, pode atingir altos picos populacionais em determinadas
épocas do ano. Isso mostra que apenas a presenc¢a do parasito nativo
ndo é suficiente para manter a populag¢do da P. citrella abaixo de ND,
justificando a introducdo de um parasito exético.
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A solugéo néo trivial N,"= (L, P,,M,, 0,0,L,, A, A, édada por
[ o, + 1, )—
Lm4 — /.13( 2 .uz)M4
o\,
P =07,
o,
]\4_4 0,01, (alz +.“12 XOC3 +.u3) (2.3)

aoy, ok, (o, + 4, )
_Hy (0512 + .ulz)

0,0
Av4 = Z} Z
Z 000,007 [ ﬂv #3(061+H1X052+uz)
ke, (o, + 1, Yol + )| o\,

ParaquelL ,>0,P,>0,M,>0,L,>0,A,>0eA,>0em (2.3), pela
manipulagéo algébrica do termo a direita da expresséo de A, deve-se ter

Lo e ol Yo+ )
aosonusk, (al U, Xaz + ‘LLZ)Z(R—I)

Assim, se R > 1 e k, obedece a expresséo acima, a condicéo de existéncia
do ponto de equilibrio N,” é satisfeita. Devido a complexidade da analise
da estabilidade local desse ponto, semelhante ao citado em (2.2), verificou-
se numericamente que quando tais condi¢cdes de existéncia sdo satisfeitas,
o ponto N,” é localmente e assintoticamente estavel.
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Biologicamente, esse ponto de equilibrio ndo é satisfatério, pois o parasito
nativo é deslocado pelo exético. Entdo, caso tal espécie ndo consiga se
estabelecer no decorrer do tempo devido a fatores ambientais, a
inexisténcia de inimigos naturais faria com que a populacédo do inseto-
praga voltasse a crescer rapidamente, podendo alcancar ND.

As solugdes nao-triviais para o sistema (1.3) em regime estacionario, com
k,#0e k,#0, representando a coexisténcia entre as trés espécies, séo
obtidas em termos de raizes de um polinébmio de terceiro grau em M,, e

expressbes paral ., P, Lgs, G,,L,. A, eA,emfuncdo de Msldadas pela
expresséo (2.4).
— a’ A
L,s= b2, 1-— M
Y\ds ¢
P =t
a,
o= - | e gy
a,, R (b a,
— "wd, —
G. =cf1- L |4 LBt g 2.4)
R Pa,
— ek (|3,
a5 ” ” - 5
(alz + U, )’@1 ¢
A =22
o
A =d +dM_+d M,
»POIWS)I e; M, ’ +ezM51 +e M, +e, =0,

onde
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v )= oo, + 1, )+ ey (0] + VA,
oy (o + )

1
d,=—cd ——d, -
T TR

7 V4 r ’ 1
o oo, (053 )2 My (062 + luz)_ c'Wsk, 1_?

d. =
1 ccps uiky (o + pl et + ui Xedl, + ;)
’ 2
d _ ¢¢ ala2 a?s
2 727 2 ” 7
ac’pik k(o +uf)
2
_ 9o uf o + 1)
€ = 73770
ac sk,
_ Mk o]+ i Nod + ) o eplle (0 + Yo + 1Y)
€ = ” 2t ” d,
cOl (04}
” ” ” ” ” ” ”
o = [TAACAENTH (% +'u3)d _aga, ok,
2 = 1
o,00) (of, +ui,)
_ agook,

c(alz + Uy, )

Observa-se que e, e, > 0 e e, e, < 0 e, portanto, o polinémio em M,
possui no maximo 2 raizes reais positivas (Regra de Sinal de Descartes).
Através de um algoritmo numérico € possivel obter as raizes reais
positivas do polindmio em M, e os valores correspondentes as demais
variaveis pela equacédo (2.4). Cada solucado corresponde a um ponto de
equilibrio do modelo proposto.

Mais uma vez, devido a complexidade do estudo da estabilidade local
desse ponto como em (2.2), verificou-se numericamente que, conforme
os valores utilizados para os parametros biolégicos do modelo, é possivel
obter duas raizes reais positivas para o polindbmio em M, . Nestes casos,
a menor raiz possui equilibrio instavel (breaking point) e a maior
representa um ponto de equilibrio localmente e assintoticamente estavel.
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Ainteracdo entre as trés espécies, representada pelos pontos de equilibrio
expressos em (2.4), é a solugdo mais adequada ao controle bioldgico,
pois as populagdes podem coexistir com um risco minimo de ocorréncia
de prejuizos econdmicos (alcance de ND).

Conclusoes

1. O modelo matematico descrito mostra que é possivel a coexisténcia
entre as espécies Phyllocnistis citrella (inseto-praga), Galeopsomyia
fausta (parasito nativo) e Ageniaspis citricola (parasito exadtico). Tal
coexisténcia esta condicionada a valores de k, e k,, que se referem,
respectivamente, a capacidade de parasitismo dos inimigos naturais
nativo e exatico;

2. como, por hipoétese, a populagdo do parasito exético s6 cresce devido
ao ganho no parasitismo (k,), sdo necessarios altos niveis populacionais
do inseto-praga para iniciar o crescimento de sua populacéo;

3. durante este periodo, a presenca do parasito nativo é fundamental para
o controle do inseto-praga;

4. como o parasito exdtico ataca uma fase anterior aquela do ciclo de
vida da praga atacada pelo parasito nativo, logo apd6s o inicio do
crescimento de sua populacdo ele tende a vencer a competi¢do pelo
alimento e a populacdo do parasito nativo passa a oscilar em niveis
préximos a capacidade de saturacdo do meio (parametro c¢’); e

5. os valores dos parametros bioldgicos, determinados pelas condi¢des
do agroecossistema (em funcdo da temperatura e umidade), sdo
fundamentais para o estabelecimento do parasito exético, para o ndo
deslocamento da populacdo do parasito nativo e, conseqientemente,
para o eficiente controle da populacéo do inseto-praga, mantida abaixo
do nivel de dano econdmico.
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