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Apresentação

A Embrapa Informática Agropecuária estabeleceu em 1999, como uma
das suas grandes linhas de pesquisa, a área de Agricultura de Precisão
com o intuito de apresentar à sociedade brasileira uma nova abordagem
do gerenciamento agrícola integrado. Baseada na variabilidade espacial
e temporal das culturas e propriedades do solo, a Agricultura de Preci-
são, através, da geoestatística, busca racionalizar a aplicação de insumos
e pesticidas.

Este documento apresenta uma proposta para a solução de uma das prin-
cipais preocupações dos usuários da geoestatística, ou seja, definir qual
o melhor estimador de krigagem para a situação delineada.

José Gilberto Jardine
Chefe-Geral
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Avaliação e Comparação

de Estimadores de Krigagem

para Variáveis Agronômicas –

Uma Proposta

José Ruy Porto de Carvalho

Sidney Rosa Vieira

Revisão de Literatura

A oportunidade da aplicação de Geoestatística em problemas com dados
distribuídos espacialmente abriu a possibilidade de sua utilização em di-
versos domínios das ciências naturais. Matheron (1963) define
Geoestatística como a aplicação do formalismo das funções aleatórias
ao reconhecimento e predição de fenômenos naturais.

Variabilidade espacial na área agronômica tem sido motivo de estudo à
algum tempo. Smith (1910) e Montgomery (1913) já se preocupavam com
os efeitos da variabilidade do solo em experimentos de rendimento de
grãos. Entretanto, esta preocupação com a variabilidade espacial teve
uma grande descontinuidade com a introdução das técnicas de
casualização, repetição e melhor conhecimento das funções de distribui-
ção, levando à introdução da amostragem ao acaso e conseqüentemente
a independência entre amostras. Com a introdução da estatística experi-
mental ou clássica (Fisher, 1956), a variabilidade espacial entre amostras
foi relegada a segundo plano.

O desenvolvimento da geoestatística iniciou-se a partir de 1951, quando
um matemático sul-africano D. G. Kige, estudando dados de concentra-
ção de ouro, chegou à conclusão que as variâncias obtidas não faziam
nenhum sentido, sem levar em consideração a distância entre amostras
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(Krige, 1951). Entretanto, foi com Matheron (1963, 1971) que a
Geoestatística teve um grande impulso com o desenvolvimento da Teo-
ria das Variáveis Regionalizadas.

Variável Regionalizada baseia-se em variáveis aleatórias que consideram
aspectos espaciais, ou seja, as posições relativas onde foram observa-
dos os diversos valores a serem introduzidos nos modelos. Possuem tam-
bém características qualitativas estreitamente ligadas à estrutura do fe-
nômeno natural que representam, tais como, a localização, a continuida-
de e a anisotropia (varia com a direção).

Para determinar se a estatística clássica ou geoestatística deve ser usa-
da, utiliza-se o semivariograma que expressa a dependência espacial entre
as amostras. Havendo dependência espacial, pode-se estimar valores da
propriedade em estudo para os locais não amostrados dentro do campo,
sem tendenciosidade e com variância mínima, pelo método denominado
krigagem (Vieira, 2000).

O estudo da estrutura espacial dada pela análise da função de covariância
espacial (semivariograma) não constitui o objetivo final da análise espa-
cial. Na realidade é necessário estimar os valores das variáveis em locais
não amostrados visando o conhecimento da distribuição espacial de cer-
ta variável em estudo. Desta forma, a análise da estrutura espacial deve
ser vista como um passo fundamental, mas não final, que precede as
técnicas de estimação (interpolação), de qualquer valor em qualquer po-
sição da área em estudo, sem tendência e com variância mínima.

Os métodos de Krigagem são métodos de interpolação que procuram
minimizar o erro de estimação. Na realidade o erro de estimação é nulo.
O problema que se coloca normalmente é o de estimar o valor de uma
variável em locais não amostrados, a partir de valores de locais
amostrados.

McBratney (1984) afirma que krigagem apresenta melhores resultados
de estimação para valores de variáveis em locais não amostrados do que
as técnicas normalmente usadas para classificação de solo. Esta melhoria
é atribuída à maneira pela qual as variáveis regionalizadas interpretam a
natureza da variação dos muitos atributos do solo.
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Apesar deste sucesso, alguns autores criticam a teoria de variáveis
regionalizadas, indicando que krigagem é uma técnica global e não local
e computacionalmente cara (Sibson, 1981; Gower, 1973).

Existem na literatura poucos trabalhos que comparam quantitativamente
os métodos de predição espacial. Laslett et al. (1987) fizeram uma
amostragem para pH a fim de comparar a acurácia de vários métodos de
predição espacial. Estes métodos foram classificados como global e lo-
cal, interpoladores e não interpoladores, estimadores ajustados e não
ajustados. As técnicas usadas foram: média global, mediana, médias
móveis, inversa do quadrado da distância, interpoladores de Akima, vizi-
nhança natural, superfície quadrática, laplace, splines e krigagem ordi-
nário. Todos os métodos mostraram alguma deficiência e concluíram que
os interpoladores apresentaram uma má estimação nas vizinhanças dos
valores amostrados e que nos futuros experimentos, pares de valores
amostrados, devam estar mais próximos e alguns deles definidos como
valores para estimação a prior.

Laslett & McBratney (1990) realizaram um novo experimento em diferen-
tes tipos de solos para comparar os estimadores de krigagem com
estimadores Laplaciano e de Akima, incluindo muitos pares de amostras
próximas. Concluíram que a performance dos métodos geoestatísticos é
superior em relação aos demais métodos. Isto porque o interpolador de
Akima apresenta péssimos resultados por considerar de grande impor-
tância os distúrbios encontrados nos dados. Os interpoladores Laplacianos
apresentam uma pobre estimação da variância residual para valores pró-
ximos dos dados amostrais.

Weber & Englund (1992) avaliaram a acurácia relativa de 15 estimadores
espaciais, usando 54 amostras de dados, mostrando que os estimadores
da distância inversa e distância inversa ao quadrado tiveram uma
performance um pouco melhor que krigagem ordinária e simples. Eles
concluíram que apesar dos métodos de inversa distância apresentarem
melhores resultados eles não podem ser considerados como melhores
estimadores para todos os possíveis tipos de dados. Os dados usados
não apresentaram anisotropia o que favoreceria os métodos de krigagem.

Weber & Englund (1994) realizaram uma comparação mais intensiva de
diferentes interpoladores de distância inversa e krigagem. Eles avalia-
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ram a performance relativa em cinco conjuntos de dados que represen-
tam diferentes tipos de fenômenos físicos. Concluíram que os métodos
de distância inversa continuaram apresentando melhor performance de-
vido a seleção de opções com respeito ao conjunto de dados usados.

Como os métodos de krigagem usam a dependência espacial entre amos-
tras vizinhas, expressa no semivariograma, para estimar valores em qual-
quer posição dentro do campo, sem tendência e com variância mínima,
ou seja, são estimadores ótimos, este trabalho irá avaliar diferentes ti-
pos de estimadores de krigagem visando definir qual a melhor distribui-
ção espacial de diferentes variáveis agronômicas para a bacia hidrográfica

do ribeirão São Domingos em Pindorama.

Objetivos

Avaliar e comparar diferentes tipos de estimadores ótimos de krigagem
visando explorar seus potenciais na determinação da melhor distribui-
ção espacial de variáveis agronômicas para a bacia hidrográfica do ribei-

rão São Domingos em Pindorama.

Material e Métodos

Os dados que servirão de subsídios para a avaliação e comparação dos
diferentes métodos de krigagem serão provenientes de diferentes levan-
tamentos de variáveis agronômicas já realizados dentro da bacia
hidrográfica do ribeirão São Domingos na estação experimental de
Pindorama do Instituto Agronômico. São dados de infiltração, de reten-
ção de água, granulométricos e químicos. As medições foram efetuadas
com permeâmetro de carga constante no campo, o que permite calcular
a infiltração tridimensional (Infil), a condutividade hidráulica saturada (Kfs-
R), o potencial matricial de fluxo (Phi-R) e o parâmetro Alpha, o qual es-
tabelece a relação exponencial entre condutividade hidráulica e umidade
de solo. As amostras para análise química foram coletadas em diferentes
anos e culturas, para verificar ou não, o acúmulo superficial de fertilizan-
tes. Foram determinados pH, P, K, Ca, e Mg, conforme metodologia da
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Embrapa (1997). As porcentagens de areia, silte e rendimento de culturas
complementam os dados. Foram 393 pontos amostrais para as variáveis
de infiltração, fertilidade, granulometria e rendimento de culturas em um
grid triangular de 5m e 206 pontos amostrais para as variáveis de reten-
ção de água em um grid quadrado de 10m, nos anos de 1997 e 1999. A
distribuição espacial de todas essas variáveis darão subsídios para uma
avaliação global de toda a bacia.

Para definição de nossos estimadores de krigagem consideremos a situação
de estimar o valor de um atributo contínuo z para qualquer local não amostrado
u, usando os dados de z que foram amostrados na área de estudo A.

Krigagem é um nome genérico adaptado pelos geoestatísticos para a fa-
mília de algoritmos de regressão de mínimos quadrados generalizados
(Goovaerts, 1997). Todos os estimadores de krigagem são variantes do
estimador básico de regressão linear Z*(u), que é definido por:

Onde λα (u) são os pesos definidos para os dados z(uα), interpretado como
uma realização da variável aleatória Z(uα). As quantidades m(u) e m(uα)
são os valores esperados das variáveis aleatórias Z(u) e Z(uα). O número
de amostras necessárias para a estimação bem como seus pesos variam
de um local para outro. Na prática, somente os n(u) pares de observação
perto do local u a ser estimado são mantidos. A interpretação de z(u) e
z(uα), como realizações das variáveis aleatórias Z(u) e Z(uα), permitem a
definição do erro de estimação como uma variável aleatória Z*(u) - Z(u).
A estimação por krigagem se baseia na minimização da estimativa da
variância do erro σ2Ε(u) sobre a suposição da não tendenciosidade do
estimador, ou seja:

que é minimizada por:

Z*(u)-m(u) = ∑
=

)(

1

un

α
λα (u) [Z(uα) – m(uα)]

σ2
E(u) = Var{ Z*(u) - Z(u)}

E{ Z*(u) - Z(u)} = 0

σ22
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O estimador de krigagem varia conforme o modelo adotado para a fun-
ção aleatória Z(u). Ela é usualmente decomposta em um componente
residual R(u) e um componente de tendência m(u), ou seja:

Z(u) = R(u) + m(u)

O componente residual é modelado como uma função aleatória estacio-
nária com média zero e covariância CR(h), ou seja:

E{R(u)} = 0

Cov{R(u), R(u+h)} = E{R(u) . R(u+h)} = CR(h)

O valor esperado da variável aleatória Z no local u é o valor do compo-
nente de tendência neste local, isto é:

E{Z(u)} = m(u)

Os diversos estimadores de krigagem se diferenciam conforme o mode-
lo considerado para o componente de tendência.

Krigagem simples

A krigagem simples considera a média m(u) como conhecida e constante
em toda área de estudo A. O estimador linear Z*SK(u) é definido como:

Os n(u) pesos λα SK(u) são determinados de tal maneira que a variância
do erro seja mínima σ2

E(u) = Var{ Z*SK(u) - Z(u)} mediante a condição de
não tendenciosidade.

Krigagem ordinária

Na krigagem ordinária as flutuações locais da média são consideradas,
limitando o domínio de sua estacionaridade para a vizinhança do local
W(u). A média é constante, mas desconhecida. O estimador linear é defi-
nido por:

Z*SK(u) = ∑
=

)(

1

un

α
λα 

SK
(u) Z(uα) + [1 - ∑

=

)(

1

un

α
λα 

SK
(u)]m
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Os n(u) pesos λα OK(u) são determinados de tal maneira que a variância
do erro seja mínima.

Krigagem com um modelo de tendência ou krigagem

universal

Krigagem com um modelo de tendência (Journel & Rossi, 1989) ou tam-
bém conhecido como Krigagem Universal (Journel & Huijbregts, 1978)
especifica que a média da amostra a ser estimada varia primeiro dentro
da vizinhança W(u) e depois sobre toda a área de estudo considerada A.
O estimador linear é definido como:

Krigagem em blocos

Krigagem em blocos é um nome genérico para a estimação de z valores
de um segmento, superfície ou um volume de qualquer tamanho ou for-
ma. Considere o problema de estimar o valor médio de um atributo qual-
quer z sobre um bloco V centrado em u. Sendo o processo em média
linear, o valor do bloco zV(u) é definido como:

onde |V| é a medida (tamanho, área, volume) do bloco V. O valor do bloco
zV(u) pode ser estimado como a média linear das N estimativas, ou seja:

Z*OK(u) = ∑
=

)(

1

un

α
λα 

OK
(u) Z(uα) para

∑
=

)(

1

un

α
λα 

OK
(u) = 1

Z*KT(u) = ∑
=

)(

1

un

α
λα 

KT
(u) Z(uα) para

∑
=

)(

1

un

α
λα 

KT
(u) fk(uα) = fk(u)   para k = 0, ... ,K

zV(u) = 1/ |V| ∫
)(uV

 z(u’) du’  ≈   1/N  ∑
=

N

i 1

 z(u’i)

Z*V(u) = 1/N  ∑
=

N

i 1

 Z*OK(u’i) = 1/N  ∑
=

N

i 1

∑
=

)(

1

un

α
λα (u’i) z(uα)



Avaliação e Comparação de Estimadores de Krigagem para Variáveis Agronômicas –
Uma Proposta

16

Krigagem fatorial

Os algoritmos de krigagem introduzidos até agora foram delineados para
estimar um valor desconhecido de um atributo contínuo z, num ponto ou
num bloco. Com krigagem fatorial, o objetivo não é estimar z, mas enten-
der a origem deste valor. Este tipo de estimador é muito usado para rastear
a concentração de metais pesados no solo. Pretende-se introduzir este
estimador em diferentes variáveis da área agronômica e verificar seu
comportamento em relação aos demais métodos aqui definidos.

Krigagem fatorial divide o componente residual R(u) = Z(u) - m(u) em
diversos componentes espaciais independentes (fatores) baseados no
ajuste do modelo do semivariograma. Considere o problema de estimar
o componente espacial Zl(u). O estimador de krigagem ordinária destes
componentes espaciais é:

Onde λαl OK(u) é o peso associado aos dados z(uα) para a estimação dos
l componentes. Os únicos dados viáveis são os valores de z(uα), os quais
incluem a contribuição de todos (L+1) componentes. Sob a suposição de
não tendenciosidade, tem-se o estimador linear:

Krigagem indicatriz

A predição espacial consiste na predição de valores de uma determinada
propriedade de interesse em pontos georreferenciados não observados,
utilizando-se amostras coletadas numa determinada região. Os métodos
de krigagem constituem procedimentos de inferência espacial que consi-
deram famílias de estimadores não tendenciosos e eficientes. Entretan-

Z
l
*OK(u) = ∑

=

)(

1

un

α
λαl 

OK
(u) Z(uα)

Zl*OK(u) = ∑
=

)(

1

un

β
λβl

OK(u) C(uα - uβ) + µl
OK(u) = Cl(uα - u)

α = 1, ...,n(u)

∑
=

)(

1

un

β
λβl

OK
(u) = 0
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to, os métodos tradicionais de krigagem linear apresentam restrições à
predição de variáveis indicatrizes, uma vez que estas apresentam distri-
buições discretas (Fuks, 1998). A krigagem indicatriz é um procedimento
não linear que tem por objetivo estimar a probabilidade de um dado even-
to a partir de uma informação obtida (Switzer, 1977; Journel, 1983).

Considere o problema de estimar o valor indicatriz i(u;zk) para qualquer
local u usando os dados disponíveis definidos para o mesmo valor limiar
zk.  Existem duas metodologias de krigagem indicatriz, dependendo se a
média indicatriz é considerada constante ou não na área de estudo A .

Krigagem indicatriz simples

O estimador de krigagem indicatriz simples considera a média indicatriz
conhecida e constante sobre A. O estimador linear é escrito como uma
combinação linear das n(u)+1 informações, como uma função aleatória
I(uα;zk) e função de distribuição acumulativa F(zk) da seguinte maneira:

Krigagem indicatriz ordinária

O estimador de krigagem indicatriz ordinária permite considerar as
flutuações locais da média indicatriz limitando a estacionaridade da mé-
dia para a vizinhança local W(u). O estimador de krigagem indicatriz é
uma combinação linear das n(u) variáveis aleatórias indicatriz I(uα;zk) nas
vizinhanças W(u) e é definido por:

Validação

Para comparar os sete procedimentos de estimação por krigagem, sete
conjuntos de dados serão criados para toda área de abrangência do estu-
do. Para cada método o Quadrado Médio Residual (Addink & Stein, 1999)
será calculado pela seguinte fórmula:

[F(u;zk\(n))]
*
sIK = ∑

=

)(

1

un

α
λα 

SK
(u; zk) I(uα;zk) + λm

SK
 (uα;zk) F(zk)

[F(u;zk\(n))]
*
oIK = ∑

=

)(

1

un

α
λα 

OK
(u; zk) I(uα;zk)
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Os resultados obtidos para o quadrado médio residual serão compara-
dos e conclusões serão obtidas. O método que apresentar o menor qua-
drado médio residual será o método considerado como o mais eficiente.

QMR = { ∑
=

)(

1

un

α
(Zest,α - Z

*
α )

2
}
_
 / n(u)

1/2
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