Comunicado

X, >1,VScV, S0

ieSjeV-S

V(PCVS)=min¥c , ;| x , |
i € Vj >
sujeito aX x; +X x; = 2i € V(10)
j<i j >
( P (0} 74 S )
IEx, < [S] -1 ( 1 1 )
ieVjeS,VScV,S=UJ
J > i
X;=0ou1, ijeV,j>i(12)

2Ex,>21,VScV, S0
ieSjeV-S

Uma relaxacdo pode ser definida como a retirada ou
transformagéao de algumas restricbes com a finalidade de
facilitar a resolugdo do problema original. Porém, a
solugéo final obtida ndo necessariamente atendera as
restricbes que foram retiradas ou transformadas.
Entretanto, a solugédo obtida pode ser considerada um
limite inferior ou superior, conforme o problema, e este
estar muito préximo da solugdo o6tima. A relaxagao,
portanto, fornece um valor que serve para dar uma nogao
de quao longe ou perto estd uma solugdo viavel da
solugdo 6tima. Existem varias relaxagbes conhecidas,
como por exemplo a relaxagdo Lagrangeana, relaxacéo
Surrogate e a relaxagédo Lagrangeana Surrogate, que é
uma combinagéao das duas (Narciso & Lorena, 1999).

A relaxagédo Lagsur (Narciso & Lorena, 1999) mostra
como se obter limites superiores (se o problema for de
maximizacao) ou inferiores (se o problema for de
minimizagdo) muito proximos da solugdo 6tima. Esta
proposta veio a melhorar a relaxagdo Lagrangeana,
descrita amplamente na literatura (Lorena & Narciso,
1996), diminuindo-se o tempo de execugédo desta,
mantendo-se ou melhorando a qualidade da solugéo
obtida.

Embora a solugdo dada pela relaxagéo nao seja viavel
(factivel), ela pode ser usada para fornecer uma solugéo
viavel do problema considerado. Para isto, pequenas

Dezembro, 2007
Campinas, SP

Tecnico

Relaxagao Lagsur como
alternativa para obtencao de
solugdes viaveis de boa
qualidade para os
problemas da otimizacao
combinatodria

Marcelo Gongalves Narciso'

modificagdes no algoritmo da relaxagéo devem ser feitas
para que este venha também a fornecer solugéo viavel
de qualidade. Esta inser¢cdo no algoritmo serd mostrada
neste trabalho, bem como os resultados obtidos. O
método aqui mostrado pode ser estendido para outros
problemas, particularmente nos problemas formulados
como de Programacgéo Linear Inteira zero-um. Como
estudo de caso, neste trabalho serdo enfocados o
Problema do Caixeiro Viajante (PCV), descrito por
Lawler et al. (1985), e o Problema de Atribuicao
Generalizado (PAG), pesquisado por Narciso & Lorena
(1999).

Relaxagao Lagrangeana Surrogate
(Lagsur)

Arelaxacao Lagrangeana tem sido empregada ha muito
tempo, com grande sucesso, como auxiliar no
desenvolvimento de métodos para a busca de solugdes
6timas aos problemas de Otimizagdo Combinatéria. As
solucbes das relaxagdes fornecem limites, que em
conjunto com outros limites de solugbes viaveis aos
problemas, proporcionam indicacbes do valor dessas
solugbes viaveis. Podem participar de métodos
enumerativos, ou no desenvolvimento de heuristicas.
Em geral seu emprego esta relacionado ao uso de um
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método dual de otimizagao por subgradientes (Poljak,
1969), também de consagrado uso e conhecimento para
pesquisadores de métodos de otimizagao.

A relaxagdo Surrogate foi introduzida na programacgao
matematica por Glover (1968). Basicamente, esta
relaxagao consiste em tomar um conjunto de restricoes
do problema original e, usando um vetor de
multiplicadores, transformar estas restricdes em apenas
uma restricdo. Esta nova restricdo € chamada de
restricdo Surrogate.

No trabalho de Lopes & Lorena (1994), tem-se uma boa
comparacao do comportamento das duas relaxagdes
para o problema de Cobertura de Conjuntos. Os
resultados foram muito bons quanto ao uso da relaxagao
Surrogate, mas havia uma ressalva de que esta era dificil
de seimplementar.

As relaxagdes Lagrangeana e Surrogate, em 1997,
foram combinadas para entao dar origem a relaxagéo
Lagsur, a qual tinha a grande vantagem de ser mais
rapida, em termos de tempo de execugao, do que a
relaxacdo Lagrangeana e também mais facil de se
implementar do que a relaxagdo Surrogate. Mais
detalhes sobre esta relaxagcdo podem ser visto em
Narciso & Lorena (1999).

As relaxagdes descritas anteriormente apenas
calculavam um valor de limite para a solugao 6tima, e a
solugdo obtida n&o era viavel. Para entender melhor a
relaxagao, observar o problema (P) a seguir:

v(P) = min cx
(P) sujeitoa Ax=b
Dx <f

X > Oeinteiro.

No problema (P) anterior, A e D sdo matrizese b ef sao
vetores. Suponha que a restricao Dx < e seja escolhida
para ser relaxada.

Este problema, ao ser relaxado conforme o modo
Lagrangeano, ficaria da seguinte forma:

v(L,) = min (c-A.D).x +A.e (A éum vetor)
(L,) sujeitoa Ax=b

x>0 einteiro.

O problema (P), ao ser relaxado conforme o modo
Surrogate, ficaria da seguinte forma:

v(S) = min (c-t.ZD).x + t.2Ze
Ax=Db

X > Oeinteiro.

(t éum escalar)

(S,) sujeitoa

No problema anterior, ¥ significa um somatorio. Na
Relaxacdo Surrogate descrita, a restricdo Dx < e é
somada e entdo relaxada por um escalar t, isto &, é
adicionada a fungcdo objetivo. Na relaxacgéo
Lagrangeana, as restricbes n&o sdo somadas
conforme foi feito na relaxagdo Surrogate e o
multiplicador (vetor) A usado para multiplicar cada
linha da restricdo Dx < e. No caso da relaxagao
Surrogate, é usado um escalar (t). Mais detalhes
podem ser vistos em Narciso & Lorena (1999).

O problema (P), ao ser relaxado conforme o modo
Lagsur, ficaria da seguinte forma:

v(LS,)=min(c-tA.D)x+t\.e
(L,S,)sujeitoa Ax=b

x >0einteiro.

O vetor A pode conter valores nulos ou positivos
somente e t &€ um escalar. O valor de t é obtido através
de uma otimizagéo, conforme o modo Surrogate e o
valor de A varia iterativamente, conforme o modo
lagrangeano. Mais detalhes podem ser consultados
em Narciso & Lorena (1999). Observa-se que a
restricido Ax = b foi relaxada, isto é, foi retirada das
restricdes e adicionada a solugdo objetivo.

O algoritmo Lagsur para se obter este limite e a
consequente solugdo nao viavel esta descrito a
seguir:

Algoritmo Lagsur para problema de minimizacao
Seja >0
FazerIb « - a
Obter uma solugéo viavel x, para (P). Seja ub este valor.
Enquanto {nenhuma condic¢&o de parada for atendida} fazer
Resolver o problema relaxado v(Rel,). Seja x, € J a solugao
obtida.
Fazer Ib = max (lb, v(Rel,) ),
Atualizar o multiplicador A (L = u.(ub - Ib)||d]|])
Testar condigbes de parada
Fim_enquanto.

No algoritmo descrito, v(Rel,) é resolvido inicialmente
com um valor A combinado comum valordet, o qual é
um escalar positivo. Este valor de t, apds algumas
iteracdes, fica fixo e entdo somente varia o valor de A.
Informagdes detalhadas sobre como calcular ||d]||
estdo descritas em Lopes & Lorena (1994), e sobre
como calcular t podem ser consultadas em Narciso &
Lorena (1999).

Para que este algoritmo seja adaptado para fornecer
solugbes viaveis de boa qualidade, observar o
exemplo a seguir:

Algoritmo Lagsur para problema de minimizagao - versao Il
Seja)>0,

Fazerlb < -weub« +«

Enquanto {nao para as condi¢des de parada} fazer

Resolver (Rel,). Sejax, € J asolugdo obtida.
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Obteruma solugéo viavel x, para (P) a partir de x, e o valor c.x,,
Fazerlb=max(Ib, v(Rel,)),
ub= min (ub, c.x,).
Atualizaro multiplicador A (A =2Au.(ub-1b)||d]|[)
Testar condi¢des de parada,

Fim_enquanto.

Quanto ao calculo da solugéo viavel x,, basta substituir o
valor da fungao objetivo CX, descrito anteriormente no
problema (P), tomado como exemplo, por uma pequena
alteragdo em C, isto &, C(L.t)X, ou seja, deve ser tal como
¢ feito para a relaxacgédo Lagrangeana (Lopes & Lorena,
1994). Assim, o valor da fungdo objetivo vai variar
conforme o valor de A de t variem. Em cada iteragdo, vai
sendo computado o melhor valor obtido e assim, ao final
do algoritmo referente ao Lagsur, tem-se a melhor
solugdo viavel obtida. Isto serd exemplificado com os
problemas PAG e PCV, neste documento.

Problema de Atribui¢cao Generalizado

O problema de se maximizar o lucro (beneficio,
rendimento, etc.) ao se atribuir ntarefasa m agentes, n
>m, tal que cada tarefa seja atribuida a apenas um unico
agente, levando-se em conta as restrigdbes de
capacidade de cada agente, é conhecido na literatura
como problema atribuigdo generalizado (PAG). Muitos
problemas da vida real podem ser modelados como um
(PAG). Pode-se citar como exemplos, problemas de
investimento de capitais, alocagdo de espaco de
memoéria, projeto de redes de comunicagdo com
restricbes de capacidades para cada nd da rede,
atribuicdo de tarefas de desenvolvimento de software
para programadores, atribuicdo de tarefas a
computadores em uma rede, subproblemas de
roteamento de veiculo, e outros. Como uma
consequéncia légica de sua aplicacdao, um grande
esforco tem sido realizado no desenvolvimento de
algoritmos para este problema Narciso & Lorena (1999).

O PAG é NP-hard (Catrysse & Van Wassenhove, 1992) e
matematicamente pode ser descrito como

v(PGA) = max X T pX (1)
(PGA)
sujeito a wpx <b, ie M={1,...m} (2)
j=1
M
T x=1 jeN={1,.n} 3)
i=1

xije{0,1},ieM,jeN (4)

Na formulagéo anterior, x;indica se o item foi escolhido
(x;=1) ou n&o (x; = 0). O lucro de se escolher o item &
indicado por p;. O peso ou custo por ter escolhido o
lucro p; € dado por w;. O limite das somas dos custos
dos pesos escolhidos é dado por b,. Um exemplo deste
problema seria a distribuicdo de n tarefas para m
processadores, cada um com uma capacidade b,, e
esta capacidade ndo pode ser estourada pela
capacidade consumida (custos) de cada tarefa, e isto
estd indicado pela desigualdade (2). A equacao (3)
indica que cada tarefa deve ser direcionada para
apenas 1 processador, isto é, nao pode ser
fracionada. Assim, x; podera ser 0 ou 1 somente.

Uma heuristica simples, que pode ser usada para se
obter solugdes viaveis para este problema, pode ser a
seguinte:

1. em cada coluna, escolher a atribuicdo de um item
(x; = 1) com o menor peso possivel (w;) sem que
estoure a capacidade b

2. ao término das atribui¢cdes, melhorar a solugao
obtida por refazer pelo menos algumas
atribuigbes procurando os valores de xij tais que
os valores de pij respectivos sejam os maiores,
enquanto a capacidade bi permitir.

Esta heuristica permite solugbes viaveis, porém estas
nao sao 6timas ou quase 6timas. Ao se colocar esta
heuristica no algoritmo do Lagsur, substituindo-se pij
por (pij - t.Ai £ wij ), tal como seria se fosse a relaxagao
Lagrangeana ao se relaxar a restricao wij.xij X bi, tem-
se uma variagao da fungao objetivo a cada iteracdo e o
melhor resultado obtido e entdo apresentado ao final
do algoritmo. A heuristica descrita e a relaxagéao
Lagsur foram executadas, com problemas testes
obtidos por Beasley (1990) e os resultados estao na
Tabela 1.

Na Tabela 1, A5x100, por exemplo, indica que se tem
cinco mochilas que receberam 100 itens. A Heuristica
com Lagsur considera como parte da fun¢ao objetivo

(pij - t.Ai.wij) enquanto a Heuristica considera apenas
pij. O tempo descrito é relativo a relaxagdo Lagsur.
Observa-se na Tabela 1 que os tempos obtidos pela
relaxagédo Lagsur em um Pentium 1V, 1 GHz de clock
de processador, 128 MB RAM, foram razoaveis, mas
os resultados obtidos em termos de valor de solugao
eram muito melhores com a relaxagdo Lagsur
auxiliando a heuristica do que a com heuristica
sozinha.

3
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Tabela 1. Resultado da heuristica com e sem
relaxacao Lagsur para o PAG.

Problema Tempo(s) Heuristica com Heuristica Nuamero de
Lagsur sem Lagsur iteragbées com

Lagsur

A5x100 0.310 4457 4503 53 4456

A5x200 0.810 8790 8853 47 8788
A10x100 0.570 4711 4793 59 4700
A10x200 1.530 9418 9521 47 9413
A20x100 1.340 4863 4972 7 4857
A20x200 3.730 9676 9676 77 9666
B5x100 1.100 4504 4672 222 4008
B5x200 2.390 8533 8663 176 8502
B10x100 1.700 4667 4762 229 4633
B10x200 5.650 9288 9369 306 9255
B20x100 1.210 4879 4991 61 4817
B20x200 7.730 9716 9872 225 9670
C5x100 0.930 4424 4560 183 4411
C5x200 2.400 8419 8602 173 8347
C10x100 2910 4562 4651 326 4528
C10x200 4.300 9283 9349 221 9247
C20x100 1.720 4866 4973 65 4784
C20x200 9.730 9662 9872 250 9611
D5x100 0.350 9157 9341 7 9147
D5x200 1.370 18773 19331 139 18750
D10x100 0.790 10365 10651 108 10349
D10x200 2.620 20596 20890 139 20562
D20x100 1.850 10859 11123 139 10839
D20x200 5.340 21773 22137 170 21733

Solugao
Otima

Problema do Caixeiro
Viajante Simétrico (PCV)

Suponha que um caixeiro, a partir de sua cidade de
origem, precise visitar um conjunto de n - 1 cidades.
Cada cidade devera ser visitada somente uma vez. Apos
visitar todas as n - 1 cidades, entdo o caixeiro devera
voltar a sua cidade inicial. O caixeiro podera escolher a
primeira cidade a ser visitada, a segunda, e assim por
diante. Entretanto, caso o caixeiro queira economizar
tempo e energia (ou ainda gasolina, recursos, etc.),
entdo ele deve procurar o menor caminho tal, que todas
as cidades sejam visitadas somente uma vez e entédo
retornar para a sua cidade de origem. Se o caixeiro sabe
a distancia entre as cidades, entao ele pode encontrar o
caminho mais curto, para a sua viagem simplesmente
por comparar todas as maneiras possiveis de se visitar
as n - 1 cidades e voltar. Entretanto, admitindo-se que
exista sempre um caminho ligando uma cidade a outra,
a medida em que o numero de cidades vai crescendo, o
numero de maneiras de se visitar todas as cidades
cresce também. O problema de se determinar o caminho
mais curto, tal que todas as cidades sejam visitadas uma
vez é conhecido como Problema do Caixeiro Viajante
(PCV) e é considerado um problema classico da
Otimizagdo Combinatdria (Lawleretal., 1985).

O (PCV) é NP-Completo (Lawler et al., 1985). Desta
forma, & pouco provavel que qualquer algoritmo, por
mais eficiente que seja, encontre um caminho 6timo
quando o numero de cidades for grande e, além disso, a
execugao sejarapida.

O PCV pode ser descrito da seguinte forma. Seja um
grafo ndo direcionado G=(V,E) com n vértices, onde
V={1,2,...,n} e o conjunto de arcos E ={(i,j) tal que i,j e V
e seja c; o custo n&o negativo associado ao arco i-j. O
Problema do caixeiro viajante pode ser definido como:

V(PCV)=min £ X CiX;
ieVjeV
sujeitoa X x; =1 ieV (95
jTVv
(PCV) Tx=1 jeV  (6)
ieV
IS X <[8]-1, (7)

ieVjeV  VScV,
Sz

x,=0ou1, ijeV, (8)
onde x; = 1 se o arco i-j pertence a solugéo e x, =0, se o
arco i-j ndo pertence a solugao.

A fungao objetivo do problema indica a minimizagao das
distancias ao se visitar todas as cidades e voltar a cidade
de origem. Arestrigao (5) indica que, a partir da cidade i,
deve-se ir a apenas uma cidade j, j e V-i}.
Analogamente, a restrigao (6) indica que, a partir de uma
cidade j, deve-se ir apenas a uma cidade i, i € V - {j}. A
restricéo (7) serve para eliminar ciclos dentro de todo o
trajeto. Desta forma, se existe um conjunto S com k
cidades, k <n, estas k cidades ndo seréo interligadas de
forma a existir um ciclo entre elas. O Unico ciclo que pode
existir € o trajeto comegando de uma cidade inicial,
percorrendo as outras n-1 cidades e voltando a cidade
inicial. Estarestrigdo também pode ser escrita como:

DY X=1,vScV, S2g (9)

ieS je V-8

Arestricdo (8) indica que, paraxij=1,0arcoqueligaiajé
escolhido para fazer parte da solugdo. Se o valor for 0,
entao o arco que ligaiajnao é escolhido para o trajeto.

O (PCV) é simétrico quando c¢; = ¢;, para todo i,j € V.
Sendo assim, o (PCV) simétrico pode ser definido como
um grafo nao direcionado completo G= (V,E) com n
vértices, V={1,2,...,n}, onde E é o conjunto de todos os
arcos conhecidos deiajoujai, e ¢, = c;. Desta forma, o
(PCV) simétrico, doravante chamado de (PCVS), pode
ser definido como:

v(PCVS)=minZ )y CX;
ieVj>i
sujeito a Tx+tXx=2 ieV (10)
<o pi
(PCVS)
DI X; < S| -1 (11)
ieV je,VScV,S=J

J>i

X,=00ul,  ijeV,ji (12)
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A expressao (11) pode ser também escrita como:

X x+ I I X 22 VScV,S=z0

ij =

(13)

ieVjeS ieVijeS

i i

Uma heuristica para resolver o PCV simétrico (todo
caminho de i a j tem o caminho de volta j a i de mesmo
tamanho), seria a seguinte, descrita em trés passos:

1. verificar os menores caminhos entre dois nés (ou
cidades) existentes e ir adicionando a solugao de tal
forma que cada né ou cidade tenha ligagbes com
outras duas distintas apenas, e que nao exista ciclo
no caminho. Comisto, tem-se uma solugao inicial;

2. com a solugdo inicial, verificar se ndo existe
cruzamento de caminhos e retirar estes
cruzamentos caso existam. Por exemplo, se um
caminho A-B cruza um caminho X-Y, entdo desfazer
estes caminhos e considerar os caminhos A-X e B-Y
como nova parte da solugao;

3. apos tirar todos os cruzamentos, o valor da solugao
melhora (diminui a distancia final). Divide-se entdo a
solugdo em k caminhos, de tal forma que cada
caminho 1-2-3...-S (nés componentes 1,2,3,...,S)
componente da solugao final tenha sua distancia de
1 a S (rearranjo do caminho de 1 a S com os mesmos
nés anteriores 2,3,...) melhorada por um método
exato (por exemplo, cada parte teria S cidades e se
acharia o melhor caminho do inicio ao fim da parte
por enumeragao). Apos isto, tem-se k caminhos
otimos e unidos entre si.

Para se executar esta heuristica, quando esta estiver
inserida no contexto da relaxagdo Lagsur, o que vai
variar em funcao de A e t sera a distancia entre os nés.
Suponha os nés u e |, que sao dois nés pertencentes ao
conjunto de nés que se quer fazer o tour, conforme o
modo do caixeiro viajante. Seja a distancia entre os nos
igual a dista[u][l]. Ao se executar a heuristica, mantém-se
a distancia conforme foi calculada entre os pontos u e I.
Ao se inserir a heuristica no contexto da relaxagao
Lagsur, adistancia vai variar da seguinte forma:

distafu][l]+ .2 [u] + tA ]

Esta variagao seria tal como seria feito quanto a variagéao
da distancia na fungéo objetivo da relaxagdo Lagsur.
Mais informagdes de como se faz a relaxagao Lagsur ou
Lagrangeana relativo ao PCV esta descrito em Lorena &
Narciso (2002). A Tabela 2 apresenta os resultados,
tomando-se as instancias testes obtidas em Universitat
Heidelberg (2007).

A Tabela 2, mostra que os resultados com a Heuristica
variam de 1,63 a 6,85% em relagao a solugao 6tima. Os
resultados obtidos com a ajuda da Heuristica variam de 0
a 3,9%, melhorando-se consideravelmente a solugao
viavel. O tempo citado na Tabela se refere a Heuristica
combinada com arelaxagao Lagsur.

Tanto o PAG quanto o PCV simétrico tiveram seus
algorimos de resolugéo feitos em linguagem C e os testes
foram feitos em um pentium IV, 1GHz de clock e 128 MB
RAM, com sistema operacional Debian.

Tabela 2. Resultado da heuristica para o PCV com e
sem a relaxagao Lagsur.

Desvio % da
Heuristica + Lagsur

# Cidades Tempo(s) Heuristica Heuristica+ Sol Otima Desvio % da

sem Lags Lagsur Heuristica

51 6 437 430 430 1,63 0
52 5 7800 7544 7544 3,39 0
100 9 22746 21298 21285 6,86 0,06
101 5 670 642 642 4,36 0
130 10 6591 6115 6110 7,87 0,08
150 1" 6729 6565 6532 3,02 0,51
225 33 4011 3905 3859 3,94 1,19
442 131 53445 51789 50783 5,24 1,98
1002 1317 273143 265587 259067 543 2,52
2392 6763 403949 392808 378062 6,85 3.9

Consideragoes Finais

Com os resultados obtidos com os problemas PAG e
PCV simétrico, pode-se afirmar que a relaxagao Lagsur
pode ser usada para melhorar o valor de heuristicas,
desde que estas também possam variar, de alguma
forma, com os valores dos multiplicadores t (escalar) e
A (vetor) usados na relaxacgéo.

Observou-se uma sensivel melhora dos valores das
solugdes viaveis em um tempo razoavel de calculo. A
vantagem é que a heuristica utilizada para o célculo da
solucao viavel pode ser qualquer uma, e esta abordagem
pode ser estendida a qualquer tipo de problema da
otimizagao combinatdria.
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