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Analise de Agrupamento: Propriedades e
Aplicacoes

Moisés Mourao Jr.

Introducgao

Os fenbmenos naturais séo estreitamente influenciados e associados a diversos efeitos.
Deste modo, sua mensuragao e expressao, devem ser concordantes com este
paradigma. O enfoque multivariado surgiu como alternativa a esta questao, representando
os fendbmenos sob influéncia da realizagao de varias variaveis. As técnicas multivariadas
disponiveis, de modo geral, habilitam o usuario a: (i) reduzir e simplificar dados, (ii) reunir
e classificar grupos, (iii) investigar dependéncia entre variaveis, (iv) gerar modelos de
predicao e (v) testar hipoteses, sendo frequente o uso conjunto destas técnicas no

decorrer da analise (Johnson e Wichern, 1998).

Este enfoque, muito mais preciso, muitas vezes apresenta-se como um complicador, ja
que sua caracteristica multidimensionalidade comumente ndo pode ser expressa em uma
nocao de espago mais simplificada. Técnicas como o agrupamento (cluster analysis)
apresentam a vantagem de reduzirem o espago multidimensional a uma medida de
distancia entre os objetos, representando esta em um espaco bidimensional, muito mais
simplificado do que o espago multidimensional (Cormack, 1971; Mardia, Kent e Bibby,
1995). Esta capacidade de sumarizagao € o grande atrativo desta técnica multivariada, o
que lhe confere grande aplicabilidade e difusdo em diversos ramos da Ciéncia (Everitt,
1979; Manly, 1994). A definicdo de agrupamento adotada no trabalho, refere-se a arranjos
entre objetos, dispostos em um espaco multidimensional, p-variado ou euclidiano, sem

nenhuma definigdo de arranjo dos objetos a priori (Giri, 1996).

Como resultado da analise de agrupamento, tem-se o dendograma, que apresenta o
arranjo entre os objetos em uma escala de distancia. Este arranjo indica apenas afinidade
entre os grupos, nao definindo nenhuma ordenacéao entre estes. O carater heuristico do
resultado da analise de agrupamento € indicado pelas inferéncias cabiveis: (i)
esclarecimento de um dado fenémeno avaliado, (ii) geragao de novas hipoteses, (iii)
planejamento e organizagdo de uma estrutura, baseada na disposi¢ao dos objetos e (iv)

confecgao de uma lista de categorias ou objetos afins (Cormack, 1971).
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Sua interpretacao € destituida de qualquer carater probabilistico, ja que sua escala é,
comumente, definida como o somatério dos quadrados de diferencas entre pares de
objetos, e de interpretacdo muitas vezes subjetiva, o que torna a técnica passivel de
criticas no que diz respeito a detectagado de agrupamentos legitimos, estando muito mais
sujeita a percepgao do usuario. A técnica de agrupamento em si apresenta um apelo
visual muito forte; deste modo, a representagao grafica de similaridade ou dissimilaridade
entre os objetos e mais especificamente de grupos de objetos afins mais polarizados,
contribuem como forte critério de decisao (Kruskal e Landwehf, 1983; Lebart, Morineau e
Warwick, 1984). Entretanto, como ja citado anteriormente, sua escala ndo apresenta
nenhuma propriedade probabilistica, o que reitera a subjetividade da técnica (Forgy,
1965).

Mesmo com este carater heuristico e profundamente subjetivo, trés caracteristicas,
baseadas no procedimento fenético, sdo requeridos para a execugido de uma analise de
agrupamento efetiva e consistente (Sneath e Sokal, 1973), a saber: (i) objetividade,
através da qual experimentador subsequente deve obter as mesmas conclusdes quando
comparadas as conclusdes de um experimentador original, (ii) estabilidade, através da
qual a analise subsequente deve refletir as mesmas conclusdes ou padrdes da analise
original, dada a inclusdo de uma nova variavel ou caracter e (iii) preditibilidade, que
promove inalteragcao do padrao ou conclusao iniciais, em uma analise subsequente, dada
a inclusao de uma nova categoria. De modo geral, estas caracteristicas sdo cumpridas na
integra, garantindo a determinacg&o da estrutura latente de um fenébmeno, ou seja, da
organizagao, do padrdo de comportamento deste, 0 que é a base do pensamento
cientifico atual (Dolby, 1982).

Este trabalho tem como objetivo apresentar a técnica multivariada analise de
agrupamento [cluster analysis], assinalando sua dimensionalidade, propriedades,
estimadores de similaridade entre objetos e os procedimentos de amalgamacgao destes
objetos. A auséncia de indicagéo de recursos computacionais, nesta publicacéo, justifica-

se pela veiculagao desta abordagem em outra publicagao especifica.
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O espaco multidimensional

Um conjunto de dados, tanto de natureza univariada quanto multivariada, pode ser
expresso via geometria vetorial (Bryant, 1984; Saville e Wood, 1986). A geometria de
amostras multivariadas apresenta um espaco do tipo multidimensional, o que Ihe confere
maior complexidade. As realizacdes das variaveis medidas s&o vetores expressos em um

plano ou espaco euclidiano (Fig.1).

Deste modo, o arranjo entre populagdes ou objetos provém de sua disposigdo em um
hiperespaco. A percepcao neste caso € comprometida pela prépria natureza dos dados, ja
que representacgdes graficas sdo perceptiveis em até trés dimensdes (Chatfield e Collins,
1986; Johnson e Wichern, 1998). Algumas alternativas a este problema tém sido
propostas (Fig. 2), como as faces de Chernoff (Chernoff, 1973) ou ajustes do tipo Fourier
(Andrews, 1972), consistindo de uma representagao grafica de cada observagao através
dos valores das varias variaveis mensuradas, entretanto estas nao tém apresentado

efetiva aplicagdo ou facilidade de interpretagéo (Manly, 1994).

X3 A

.

0

Y M

X2

Fig.1 Realizac&o de variaveis aleatérias em

um espagco euclidiano R®

A notacgédo aplicada é definida pelo uso de uma matriz de dados com n valores de objetos
como linhas e p valores de variaveis nas colunas (Fig. 3.a). De modo geral, as técnicas
multivariadas podem ser reduzidas a um principio de simplificagao, para o qual p

variaveis e n observagdes ou objetos ou casos sao reduzidos a grupos afins de variaveis,
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objetos ou observagdes. A escolha da técnica apropriada esta intimamente vinculada a
natureza dos dados e a proposi¢céo do usuario. Uma categorizagdo inicial € empregada
definindo: (i) técnicas variavel-dependente, ditas técnicas-R, através das quais sao
avaliadas estruturas de covariancia ou correlacao entre as variaveis e (ii) técnicas
individuo-dependente, ditas técnicas-Q, para as quais distancias entre individuos, objetos,

listas em fungéo das variaveis mensuradas sdo empregadas (Fig. 3.b) (Pielou, 1984).
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Legenda: Rosto/Largura = CP, Nariz/Largura = LP, Boca/Curvatura = CS, Orelha/Raio =LS Legenda (sentido horério): CP, LP, CS, LS

r\“

|__J|__J|__ L — Ju J
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Legenda (Esquerda p/ direita) : CP, LP, CS, LS

Fig. 2 Representagdes alternativas de processos multivariados sob a forma
de iconograficos: (a) faces de Chernoff, (b) raio de sol, (c) linhas e (d) perfil

de algumas observagdes do banco de dados Iris. (Fisher, 1936)
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Agrupamento, classificagao e dissecagao

A analise de agrupamento situa-se como uma técnica individuo-dependente, na qual
valores de disténcias, sob a forma de matrizes, entre os objetos sdo arranjados. A
estimagao de parametro nao é requerida, neste caso, o que lhe ratifica o carater nao-
probabilistico (Chatfield e Collins, 1986). O fracionamento de um conjunto de dados, de
unidades de observagao ou casos em subconjuntos ou grupos homogéneos é o objetivo
principal desta analise, definindo-se, assim, uma maior homogeneidade dentro do
subconjunto e maior heterogeneidade em relagcéo a outros subconjuntos (Fisher, 1958;
Mardia, Kent e Bibby, 1995). Uma distingao cabivel refere-se a conceitos tomados como
sinbnimos, quais sejam: agrupamentos natural e legitimo, a ado¢&o do conceito de
naturalidade do agrupamento esta associada a qualquer arranjo entre subconjuntos,
separados por um critério objetivo ou néo e legitimidade somente associada a
subconjuntos definidos por critérios objetivos, como os probabilisticos (Chatfield e Collins,
1986).

Objetos

o] Oa Oz o}

Variaveis

*1 *2 *3 5

o Ty

L Oy AP
© Realizacoes Similaridade
03 das T o entre os

Variaveis objetos

(A) P (B)

Objetos
Objetos

Dendograma

(O

Fig. 3 Passos da analise de agrupamento

Outra distingao refere-se a adogao dos termos classificagdo, agrupamento e dissecagao.
Define-se e adota-se classificagdo, como uma disposicao ordenada entre objetos de

maior ou menor afinidade em fungcdo de um ou mais atributos, sendo que esta ordenacgao
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reflete algum padrao entre os objetos e seus subconjuntos. Agrupamento é a disposigéo
nao necessariamente ordenada entre os objetos, os subconjuntos formados n&o tributam
nenhuma informacgao a nao ser sua afinidade latente. Ja a dissecacao refere-se
exclusivamente a separacao de objetos em subconjuntos, normalmente atraves da
inspecéo isolada de cada atributo. De modo geral, a classificagao esta associada a
deteccdo de agrupamentos legitimos; o agrupamento € um dos meios de inferir sobre a
existéncia destes e a dissecacgao esta mais associada a agrupamentos naturais, em que a
principal preocupacao ha a nao ser a separagao dos objetos (Cormack, 1971; Everitt,
1981).

Fig. 4 Estruturas de agrupamento (a) esférico, (b) pobremente separados, (c)

elipsoidal e (d) ndo convencional

Assim, os subconjuntos, dada sua legitimidade, apresentam zonas no hiperespago com
uma maior densidade de individuos, também assinalando-se zonas de menor densidade
separando estes subconjuntos (Johnson e Wichern, 1998). Diferentes estruturas de
agrupamento podem ser assinaladas, como grupos bem separados ou polarizados,
formando (i) agrupamentos esféricos (Fig. 4.a) que sao detectaveis até pela inspegao
visual dos dados. Outras estruturas como (ii) agrupamentos pobremente separados (Fig.
4.b) apresentam determinagao mais dificil. Além destas, os (iii) agrupamentos elipsoidais
ou elongados (Fig. 4.c), que se apresentam sob grande influéncia da correlagao entre as

variaveis, os agrupamentos com diferentes numeros de objetos ou variabilidade (Fig. 5) e
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(iv) agrupamentos com estrutura ndo convencional (Fig. 4.d), também assinalam

dificuldade em sua determinagao ou discriminagao (Sarle, 1990).

A implementacéo de extensdes e particularizagdes € comumente observavel. O
desenvolvimento da técnica de analise de agrupamentos ocorre nos anos 60, com a
disponibilizacdo de ferramentas computacionais propicias e neste momento comecam a
surgir trabalhos de natureza aplicada e questionamentos sobre a validade das
determinagdes fornecidas por esta. Criticas e alternativas vém sendo apontadas desde
entdo e atualmente algumas linhas de pesquisa tém apontado outros caminhos e

formalizado alternativas para o manuseio de problemas de classificacao.

A abordagem nao paramétrica assinala alternativas definindo agrupamentos como modas
(Silverman, 1992) e langa méao de procedimentos inspecionais para a determinagao
destes agrupamentos (Mardia, 1970; Hartingan e Hartingan, 1985), especialmente os com
estrutura mais complexas ou que promovam ruptura da pressuposicao de
multinormalidade. Os estudos de estimacao de densidade também apresentam-se como
uma alternativa formal ao problema da determinagdes dos agrupamentos, e surgem como
uma alternativa mais viavel, especialmente nos problemas de ruptura da multinormalidade
(Silverman, 1992).

Fig. 5 Estrutura de agrupamento com diferente numero de objetos e variabilidade dos

dados

Algumas alternativas, no caso univariado, ja se apresentam bastante estruturadas, tais
como os procedimentos de meta-analise, que consistem na analise conjunta de diferentes
resultados citados na literatura, desde que estes guardem em comum ou variaveis
classificatorias ou resposta. Este método de analise apresenta sensibilidade, apesar da

baixa robustez na detectacdo de agrupamentos legitimos (Schwarzer, 1989; Mann, 1994;
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Manly, 1994; Friedman e Goldberg, 1996). Entretanto nenhum correspondente

multivariado foi proposto.

Procedimentos baseados em redes neurais (neural network) apresentam a proposi¢cao
fundamental na alocagao de cada objeto em um determinado grupo, baseado em critérios
de propagacgao da informacao, no caso, similiaridade. A terminologia tem inspiragao
biolégica, mas as sinapses, neste caso, apresentam-se associadas a probabilidades
condicionais e nao a potassio e calcio. Diversos algoritmos tém aplicagdao no caso de
classificagao, entre eles as redes neurais lineares; redes neurais probabilisticas PNN;
Multilayer Perceptrons (MLP); redes neurais do tipo fungéo radial de base (RBF) e rede
neural de Kohonen (StatSoft, 1996). Outra alternativa € a classificagdo automatica, que
nao se relaciona diretamente com o conceito comum de automatico, no sentido de
imediato, mas sim de autbmato. Estas técnicas tém sido empregadas largamente em
estudos de inteligéncia artificial (I1A), consistindo tanto de técnicas comuns e classicas de
classificagdo quanto de novas técnicas de classificagdo ndo supervisionada, como 0s
ISODATA (lterative Self-Organization Data Analysis) (Rower, Wynne-Jones e WysotzKki,
1994).

Os paradigmas atuais em analise de agrupamento referem-se especificamente ao poder
de classificacdo, consistindo em determinar de maneira mais efetiva rupturas entre os
subconjuntos, legitimando-os (Everitt, 1981). Algumas abordagens recentes, apresentam
modelagem diferente de enfoque classico de classificacdo, como a de mixture-models, em
que a separacao de grupos é feita através de médias de um modelo de mistura de
distribuicdes, chamado modelo-mistura, e a model-based, consistindo de técnicas com
objetivo de determinar a estrutura latente dos dados, no caso de classificagao; A técnica
pretende fornecer informagdes sem a definicdo de nenhuma priori; entretanto, tratando-se
de um método iterativo, julga obter posterioris validas, através do critério bayesiano de
informacéao (BIC) (Fraley, 1998; Fraley e Raftery, 1998, 1999).

Além da analise de agrupamento, outras técnicas multivariadas, reunidas sob o rétulo de
“ordenacao”, tém-se prestado como procedimentos classificatérios. Técnicas de reducao
de numero de variaveis, como a analise fatorial e as variaveis candnicas, prestam-se na
inspecao de agrupamentos e também em testes de hipoteses. Como estas também
apresentam carater intrinseco, em que n&o é necessaria nenhuma pressuposi¢cao sobre
0s agrupamentos, a combinacgao destas técnicas € de uso recomendado na literatura
(Lebart, Morineau e Warwick, 1984).
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Ja técnicas de carater extrinseco, como a analise de discriminantes, ndo apresentam a
mesma resposta. Esta analise consiste na determinagao de quais variaveis resposta ou
atributos discriminam de maneira efetiva um grupo de objetos, populagdes definidas a
priori. Assim, o carater heuristico da analise de agrupamento € totalmente desassociado
na técnica de analise de discriminantes (Everitt, 1981; Manly, 1994). O uso desta técnica,
na maioria das vezes, é efetuado apds a condugédo de uma analise de agrupamentos, e 0
resultado desta inspecao ratifica a geragao de hipéteses derivadas pela analise de
agrupamentos. Assim, o uso de diferentes técnicas multivariadas presta-se de maneira

efetiva nos procedimentos de ordenacéao ou classificacao.

Coeficientes e distancias

As distancias sao medidas utilizadas para a representagao dos pontos na estrutura de
similaridade. Esta medida representa o menor espaco entre dois pontos, sendo uma
extensdo do teorema de Pitdgoras para o caso multidimensional. No caso bivariado, é
definida por . A expressao desta expansao ao caso multivariado é apresentada na Tabela
3 (dagjp)-

;= \/(xn - x/])z t (xi2 - x/z)2

Sendo que estas medidas de distancia podem ser facilmente transformadas em medidas

. o . 1 . ~ .
de associagao ou similaridade, por meio de |, . Entretanto, a reciproca nao é sempre
ip

verdadeira, devido ao fato das distancias terem que, necessariamente satisfazer trés

condicoes:
(i) di;20 5d;;=0seis 0i;0j positividade
(i) d;;= dj; 0507 i#j simetria
(iii) i * dj, 2 dy 0i;0j;0k  izjzk desigualdade do triangulo

Como afirmado anteriormente, os procedimentos em analise de agrupamento sao
influenciados pela natureza dos dados. Deste modo, desde a escolha ou determinagao de
uma distancia deve-se considerar a natureza das variaveis agrupadoras ou dos atributos
dos objetos. Problemas de escala podem ser previamente sanados, dada a escolha
correta das distancias, além de propiciar melhores resultados, ja que os atributos podem
apresentar-se como valores ou até como categorias (Gauch Jr., 1982; Beals, 1984;
Pielou, 1984) (Tabela 2).
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Dentre os niveis de mensuracao das variaveis mais comumente utilizados, tém-se os
nominais, para os quais o atributo € um caracter que pode ser codificado de modo binario,

assinalando (0) para a auséncia e (1) para a presenca.

Uma consideracao deve ser feita, no caso das variaveis nominais, quanto a sua simetria,
para a qual tem-se uma resposta exclusiva que associa os objetos (Tabela 1), ja que a
assimetria, ndo necessariamente os associa, como no caso de caracteres muito raros
manifestos que acabam por associar objetos, onde estas ndo se manifestam, sendo esta

dupla auséncia representada por (-1) (Tabela 1) (Kuo, 1997).

Tabela 1 Codificagao de variaveis nominais para os objetos i e j
i

+H O
+)| a b at+b
)| ¢ d ct+d

atc b+d | atb+ct+d

Outros niveis de mensuragao, como os ordinais, que assinalam uma quantificagcao entre
os objetos em fungao de seus atributos em uma escala de ordem. Os niveis intervalares
situam os atributos dos objetos em uma faixa de valores e também podem ser expressos

como log-intervalares que assinalam a razdo entre duas faixas intervalares.

As proporgdes sao niveis de mensuragao que assinalam a razao de atributos em fungao
de um somatorio e apresentam aplicagdo um pouco mais rara. Entretanto, os niveis
absolutos, para os quais os atributos sao variaveis aleatorias, discretas ou continuas,
apresentam a maior quantidade de informacao dentre todos os citados. A utilizagao de
distancias comuns a varios niveis é possivel, especialmente nos niveis ndo-nominais,
mas algumas distancias, como a de Gower, pode ser utilizada em qualquer um dos niveis
citados acima (Gower, 1971; Everitt, 1981; Kuo, 1997).
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Tabela 2 Coeficientes para variaveis nominais simétricas e assimétricas utilizados em

analise de agrupamento

Coeficientes Expressao Amplitude Variaveis
Hamming {D} dyjy = bt c Oap {NS}
e atd
Coincidéncia simples {S} Soig) - Tibiord Oal {NS}
a c
. . btc
Coincidéncia quadrada {D} dy. he Sibicid 0al {NS}
a c
+d)-(b+
Hamann {D}  dy )~ W -lal {NS}
. . atd
Roger & Tanimoto {S} Swuup~ [(a : d) . 2([) : c)] Oal {NS}
. 2a+d)
Sokal & Sneath 1 {S} Sy T [Z(a : d) : (b+ c)] Oal {NS}
atd
Sokal & Sneath 3 {S} Sa60i)) = e Oal {NS}
c
_ a
Jaccard {S} Sy16.0) © m Oal {NA}
. _ 2a
Serensen {S} 5280i,) ~ W Oal {NA}
. . a
Ochiai {S} $29, /) W Oal {NA}
. . . lat(ad)
Baroni, Urbani & Buser 1S} Sz T m 0al {NS}
Onde: Codificagdes de presenga e auséncia expressas na tabela sdo sumarizadas na

Tabela 1. {D} - coeficiente de dissimilaridade; {S} - coeficiente de similaridade; {NS} -
nominal simétrica; {NA} - nominal assimétrica

De modo geral, as distancias nominais recebem a denominacao de coeficientes ou
indices, ja que estas nao satisfazem a desigualdade triangular, o que nao lhes confere a
legitimidade de distancias (Orloci, 1966). Ja as nao-nominais satisfazem todas as trés
condi¢cdes. Uma outra propriedade, mais rigorosa que as descritas acima, € a ultramétrica,

definida por

d;
De onde obtém-se que toda ultramétrica € uma distancia, mas nem toda distancia € uma

<max{d,;d, ) DB0j0k gk

ultrameétrica.

As distancias aplicaveis em niveis de mensuragdo ndo-nominais ou quantitativos (Tabela
3) podem ser divididas em distancias métricas, associadas exclusivamente com a medida
vetorial das variaveis mensuradas, nao incluindo nenhuma medida de variacéo e

distancias estatisticas, estas sim incluindo medidas de variagao.

" Também denominado indice de Ney & Li
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Tabela 3 Medidas de disténcia e similaridade utilizadas em analise de agrupamento

Medidas Expressdo Limite Variavel
P
z Wv6 :/,jdl‘jj
Gower S Seli) = T lp 0al Todas
Z Wvétv/
v=1
Gower transformada D dz(,-, - 1- Sg(i, J) Oal Todas
14
Euclidiana D dy, ;) * z wv(xl.v - X jv)z >0  {AIRO}
v=1
. Wv(xiv - xj\/)
Size? D dy )= ——— >0  {AIRO}
R
v=1
P
Shape’ D dg,* \/Z wv[(xh, - %,)- (x_/v - 1)]2 >0 {AIRO}
v=1
,, %) v, %)
Covariancia S A Wl - 5]l - >0  {AIRO}
S76.0) o1
P
Wv('xiv - 'fv) - ('xjv - 7v)
Correlacdo S Syuj p‘ : ~ -lal {AIRO}
3 el 5P il - 2
v=1 v=1
Correlagdo transformada D dg(,"j) = 1- Ss(i.) 0a2 {AIRO}
0
Minkowsky D diiy = 0% W [0 >0  {AIRO}
=1 [
p
Manhathann® D dy = z w,|x, >0 {AIRO}
v=1
Chebychev D di ® max( ) >0 {AIRO}
il ig
Poténcia(q,r)’ D disi ) = DZ =0 {AIRO}
0w
P
z w, (xwxn)
Razdo de Similaridade S Suipt e 0al {R}
2 W, (xlvxjv)+ Z Wv(xiv - xjv)2
v=1 v=1
X, - X,
Canberra® D disi ) = z H - H O0al {R}
TG wln t Xl
P
Z w, (x”xﬂ)
Cosseno S S T T = > Oal {R}
\/ Wv(xw)2 ‘/vv(xjv)2
v=1 v=1
continua...

2 Adotou-se a terminologia inglesa por esta ser mais conhecida do que o correspondente em lingua portuguesa.
% Idem anterior.

* Sinonimia: city-block distance

5 Sinonimia: distancia euclidiana generalizada

¢ Sinonimia: coeficiente de Lance e Willians ndo-métrico (Kuo, 1997)
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Medidas Expressdo Limite Variavel
P
z Wv(xiv'x_/v)
Produto interno S S126.5) © ‘]],7 >0 {R}
L
v=1
14
Sobreposi¢dominima’ S Sis.p) = Z w, min(x,.v,xjv)] >0 {R}
v=1
p P
d19<,-,_/-) = max%i Wv('xiv)’z Wv(x/v)ﬁ
Sobreposicio D - " >0 {R}

P
- Z w, [mm(x,v VX )]

v=1

Cantell D g o= vdy >0 {AIRO}
20(i,j =
2 gt v
Onde: S - medida de similaridade; D - medida de dissimilaridade; {AIRO} - variaveis
absolutas, intervalares, racionais e ordinais; {R} - racionais; i, j - objetos; v - variavel
mensurada; x - realizagdo da variavel v em um dado objeto; 8, - presenca ou

auséncia da variavel nos objetos i e j; W, - peso atribuido a variavel; q, r - valores

arbitrarios atribuidos pelo usuario.
As distancias métricas sado definidas, assim, como a menor distancia entre os objetos, que
sdo representados pelas realizagdes das variaveis em um espag¢o multidimensional (Fig.
6.b). A variabilidade dentro e entre as variaveis mensuradas é desconsiderada nesta caso
(Fig. 6.c,d), o que as torna de dificil manipulagdo dada a nao inclusdo de qualquer medida
que possa formalizar um procedimento probabilistico. Entretanto, algumas destas
distancias podem apresentar carater probabilistico, como no caso da distancia de Canttell
(Tabela 3 [d20]), também chamada de coeficiente de padréo de similaridade, em que as
distancias sdo relacionadas a um escore em funcgéo da distribuicdo x? (Sneath e Sokal,
1973).

A distribuicao de probabilidade da distancia euclidiana entre cada par de objetos foi
estudada de forma empirica, sendo determinada por Goodall (1966) como tendendo a
uma distribuicdo uniforme, o que nos sugere um procedimento ndo paramétrico (Purin &
Sen, 1971).

Ja as distancia estatisticas apresentam como diferenga em relagao as distancias métricas

a inclusdo de uma medida de variabilidade. E o caso da distancia de Penrose,

2
PA :Zp —(x”_x”{) )
= pV;
em que V, a varidncia amostral da i-ésima variavel considerada (Manly, 1994).

’ Sinonimia: porcentagem minima ou indice de Renkdnen (Pielou, 1984)
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Adocgéo de distancias com esta natureza trazem como resultado a redugéo de efeitos de
escala, ja que estas distancias ponderam as diferengas entre objetos pelo efeito da
variagao no atributo, reduzindo consideravelmente os possiveis efeitos de escala (Fig.
6.c), que tornam as distancias métricas nao indicadas em casos em que variaveis de
diferentes unidades sdo manipuladas (Manly, 1994). Alternativas correntes sdo a adogao
de variaveis padronizadas (Dillon e Goldstein, 1984) ou de escores obtidos através de
outras analises multivariadas, como variaveis canénicas ou analise fatorial (Lebart,
Morineau e Warwick, 1984).

De modo geral, as distancias métricas sao utilizadas nos casos em que somente uma
unidade é utilizada, como no caso dos estudos de composicéao floristica e faunistica, em
que locais de amostragem sao arranjados em fungado da abundancia de espécies
coletadas (Gauch Jr., 1982; Pielou, 1984).

(a) (b)
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Fig. 6 (a) Valores de um agrupamento hipotético e propriedades de
(b) distancias métricas, (c) estatisticas, ponderadas pela variancia e

pela (d) covariancia

Outra distancia estatistica também muito utilizada é a generalizada de Mahalanobis (D?).
Definida inicialmente em fungao da posi¢cao do centréide, que é o ponto médio de varias
variaveis no hiperespaco, sendo a distancia de cada observagao ao centrodide, é
considerada uma D? de Mahalanobis em relagéo as variaveis independentes

correlacionadas. Uma ressalva a ser feita € que se as variaveis independentes nao
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apresentam correlagéo, D? é equivalente a distancia euclidiana (Johnson e Wichern,

1998). Sua expressado neste contexto é

Df:(xi—,u) Z_l(xi—/,l) R
em que x; € um vetor de observacdes da populagado avaliada, [1i é o
centréide da populacgéo avaliada, [ é a inversa da matriz de covariancia
combinada (pooled), definida pela média das matrizes de covariancias
das populagdes avaliadas.
Definigdes associadas ao centrdide e covariancia viesada sao pertinentes ao proprio
espaco fisico, no qual o centroide representa o centro de massa de um corpo (Fig. 7.a),

enquanto a variancia combinada assinala o grau de inércia médio nos corpos (Fig. 7.b).

Centroide

Varidncia combinada

(a) (b)

Fig. 7 Representacdo esquematica do (a) centroide e (b) variancia combinada

Apesar de esta ter sido originalmente proposta para a mensuragao de distancia entre
observagdes e seus centréides, uma generalizagdo para qualquer par de objetos
formalizada por Friedman e Rubin (1967) é atualmente aceita e bastante utilizada. Sua
expressao, entdo, dada por assinala diferengas entre pares de objetos e nao mais entre
objetos de uma populagao e seu centroide, entretanto a matriz de covariancia continua a

ser a combinada (Everitt, 1981).
D’ = (x[- xj)'Z'l(xl.- xj)

A inclusdo de medidas com esta natureza em outros ramos da Estatistica séo
observaveis, como no caso da distdncia de Cook (D;); utlizada como diagndstico em
regressao, que descende desta idéia (Cook, 1977; Ramirez, 1998), em que esta medida
prové a indicacio, se uma observagao pode ser considerada como um ponto mais

distante, no caso de analise de agrupamento ou um outlier no caso de regressao. A unica
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distingdo entre D? e D; é que X é a inversa da matriz de covariancia global. A distancia
generalizada de Mahalanobis apresenta vantagem sobre a de Penrose pela inclusao da
matriz de covariancia, o que |he confere, além da medida de variacdo de uma dada
variavel, a relagao desta com outras consideradas (Mardia, Kent e Bibby, 1995). Deste
modo, agrupamentos com forte influéncia da estrutura de covariancia podem ser
analisados de maneira mais apropriada com esta distancia, tornando-a a mais indicada
em analise de agrupamento englobando variaveis quantitativas (Johnson e Wichern,
1998).

Procedimentos de classificagcao

Definem-se varios algoritmos para a analise de agrupamento, entretanto, defini¢des
acerca dos problemas relacionados a analise sdo necessarias (Fig. 8). O carater exclusivo
em analise de agrupamento denota o fato de que um objeto pertence somente a um
subconjunto dos dados, enquanto a ndo-exclusividade denota que um objeto pode situar-
se em mais de um subconjunto. Um exemplo deste carater sdo palavras com diferentes

sentidos semanticos que sao alocadas em mais de um subconjunto (Henery, 1994).

Dada a exclusividade, o carater extrinseco refere-se a uma separacgao inicial das
categorias de objetos, com o objetivo de determinar quais as afinidades e diferencas dos
objetos previamente selecionados. Estudos epidemioldgicos, utilizando a estrutura caso-
controle, assinalam este carater. Ja o carater intrinseco reafirma a proposi¢ao original da
analise de agrupamento, que assume o desconhecimento a priori de qualquer
organizagao entre os objetos, sendo as informagdes contidas nos dados responsaveis
pelo arranjo entre estes. Deste modo, tem-se no carater intrinseco a esséncia da analise
de agrupamento, o que pode explicar a razao de técnicas baseadas neste principio

apresentarem tanta aplicabilidade e discusséao na literatura.
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Classificacdo
Nia exiusiva Exchisiva
Exiriseca Inirinseca
Hicrdrgqitca FParticiom !
Aglomeraiiva Divisiva
I | I |
Adanaiética Politética S e@ | Simpdiinea

Fig. 8 Arvore dos problemas de classificégéo

Os procedimentos hierarquicos apresentam como resultados séries de agrupamentos em
uma escala de afinidade, partindo do pressuposto de que o conjunto de dados € um unico
supra-agrupamento e cada objeto forma ou formara um subconjunto préprio. Em
contrapartida, os procedimentos particionais ou ndo-hierarquicos resultam em um arranjo
dos objetos em um numero de agrupamentos pré-definido. Estes procedimentos podem
ser do tipo seriais, nos quais um objeto € alocado por vez, ou do tipo simultaneo, em que

todos os objetos s&o alocados ao mesmo tempo.

Dentre os procedimentos hierarquicos, tém-se os aglomerativos, que descrevem a
orientagdo do agrupamento partindo do principio de que cada objeto € um agrupamento
natural, posteriormente reunindo-se a outros de maior afinidade através de fusées de n
objetos, que sucessivamente sao reunidos até formar o supra-agrupamento, que é o
conjunto de objetos como um todo. Do lado oposto, os procedimentos divisivos
descrevem a orientagdo do agrupamento a partir de um supra-agrupamento, representado
pelo conjunto de objetos, que € dividido em agrupamentos subsequentes de menor

afinidade até o retorno ao objeto.

Em ambos os procedimentos pode-se ter um enfoque monotético, no qual apenas um
atributo € mensurado; ou politético, em que varios atributos sdo mensurados. De modo
geral, as aplicagdes em analise de agrupamento apresentam o enfoque politético, pela

prépria natureza multivariada dos fendbmenos, e através de procedimentos hierarquicos,
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pelo proprio desconhecimento da estrutura dos objetos. O objeto de estudo desta

dissertagao, centra-se neste ponto, pelos motivos ja assinalados anteriormente.

Os métodos de agrupamento, ligagdo ou amalgamacéao para os procedimentos
hierarquicos e particionais sdo apresentados em seguida. A subdivisdo citada acima é
representada por (a) métodos aglomerativos, atribuindo séries de fusées de n objetos em
diferentes grupos e (b) métodos divisivos, determinando separagdes no conjunto de n

objetos em subdivisdes cada vez menores.
Dentre os métodos aglomerativos, podem ser citados:

(a.1) Ligagao simples ou método do vizinho mais préximo (Single linkage; Nearest-

neighbor method)

Este procedimento utiliza a distancia minima (Fig. 9.b) entre dois objetos de um conjunto
n, de grupos distintos como sendo a distancia entre os grupos. O préximo grupo &
representado pela menor distancia entre o primeiro grupo determinado e o objeto mais
proximo a este. Os passos seguem-se até o encadeamento de todos os objetos em um
unico agrupamento, este com diferentes arranjos de objetos em um dado nivel da escala

de distancias.

(a.2) Ligacdo completa ou método do vizinho mais distante (Complete linkage;
Furthest-neighbor method)

Este método é exatamente oposto ao da ligacao simples (Fig. 9.c), em que no primeiro
passo considera-se a distancia entre dois grupos como sendo a distancia entre os objetos
de maior distancia, estes definindo grupos polarizados. Com a redug¢do das distancias
entre 0s grupos e objetos, estes passam a formar agrupamentos com menor distancia,

encadeando-se.



25 Anaélise de Agrupamento: Propriedades e Aplicagbes

(a) (b)

Fig. 9 Métodos de ligagdo em analise hierarquica de agrupamento, (a)
disposicao das observacgoes, (b) método de ligagcao simples, (c) método

de ligagao completa e (d) método de ligagao média
(a.3) Ligacao média (Average linkage)

Trata-se de uma variacdo dos procedimentos descritos anteriormente, sendo que neste, a
distancia entre dois grupos é representada pela média da distancia entre todos os pares
de objetos pertencentes a cada grupo (Fig. 9.d). Varios algoritmos sao propostos para a

conducao deste procedimento (Dillon e Goldstein, 1984).

Variagdes neste método podem ser encontradas na literatura. Destacam-se os
procedimentos baseados diretamente na média entre as distancias dos objetos, podendo
estas serem ponderadas ou ndo. Neste caso, os correspondentes sao, respectivamente,
WPMGA e UPMGA, e baseados no centroide, valor central ou médio entre os objetos de
um dado grupo, também com correspondentes ponderados ou n&o, respectivamente
WPGMC e UPGMC.

(a.4) Método de Ward

Baseado na reducéao da informacéao resultante, dada a inclusao de um conjunto de objetos
em um grupo. Esta redugao de informagéao é determinada pela soma total do quadrado do
erro de cada objeto, em fungcdo da média do grupo a que este, supostamente, pertenca

(Fig. 10). Esta regra de inclusédo envolve todos os pares possiveis, sendo definidos como
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pertencente a um dado grupo o objeto que contribua o minimo com o aumento da soma

de quadrado do erro.

----- Variagdo dentro dos grupos
— Variagéo entre 0s grupos

A
A

13-_- -8 ek
e T A

o O s i B '\

: T = S 3

A o aR A

dl E'] ',,I

Fig. 10 Método hierarquico de Ward de redugao da soma de

quadrado do erro

Informagdes mais detalhadas sobre os métodos hierarquicos podem ser obtidas em Manly
(1994), Johnson e Wichern (1998).

Os (b) métodos divisivos baseiam-se na subdivisdo do conjunto de objetos em dois
grupos. Subdivisdes posteriores sdo empregadas nos grupos inicialmente separados.
Dentre os métodos divisivos, tém-se o método da distancia média subdivisora, que
consiste na divisdo do conjunto de dados em dois grupos em um numero de combinacdes
2"'-1. Define-se, entdo, qual dos pares apresenta a maior dissimilaridade. A este, o
subdivisor, sdo adicionados sequencialmente os objetos de maior dissimilaridade, até que
0S grupos possam ser polarizados em torno deste subdivisor. Outro método divisivo é a
detectacado automatica de interagao, em que inicialmente sdo definidos subconjuntos de
maior dissimilaridade, particdes binarias sdo conduzidas dentro destes subconjuntos, com
base em um enfoque monotético. Os subconjuntos que apresentarem redu¢do na soma
de quadrado em cada uma das variaveis sao identificados como afins (Everitt, 1981). Em
ambos 0s casos citados, a exigéncia computacional é intensiva, o que Ihes confere uma
maior dificuldade de implementacao. Entretanto, no caso da detectacdo automatica de
interacao, a escolha de um enfoque de decisdao monotético reduz a complexidade do

fendmeno e pode comprometer a decisdo na analise.
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Diferentes dos métodos de classificagcado hierarquica, os métodos de particdo definem uma
posicao definitiva para os objetos no decorrer da sua condugao, primando exclusivamente
pelos critérios estabelecidos no inicio destas, no caso a determinagao do numero de
grupos. Algumas técnicas que representam este método s&o baseadas em propriedades
da matriz de soma de quadrados da analise de variancia (ANOVA). A primeira,
denominada k-means, é baseada no critério de maximizacdo da soma de quadrado entre
0s subconjuntos e redugao dentro dos subconjuntos definidos. Um numero de
subconjuntos é definido a priori, sendo entdo sao aplicados os critérios assinalados de
maneira iterativa (Dillon e Goldstein, 1984). Outras técnicas baseiam-se na matriz de
soma de quadrados e produtos da analise de variancia multivariada (MANOVA),
composta de uma submatriz de efeito entre os tratamentos (B) e outra matriz de efeito
dentro dos tratamentos (W). Os subconjuntos sao considerados tratamentos, entao
critérios como minimizagao do trago de B ou do determinante de B atuam com o intuito de
minimizar as diferengas dentro dos subconjuntos e maximizar aquelas entre os
subconjuntos, ja que o traco e o determinante destas matrizes sdo medidas de variancia

generalizada (Everitt, 1981; Johnson e Wichern, 1998).
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Apéndice I:
Propriedades das distribuigoes multivariadas

Como visto anteriormente, as realizacdes de um fendbmeno de natureza multivariada séo
avaliadas de maneira conjunta. Deste modo, o tratamento estatistico consiste de uma
extensao do caso univariado, na qual sao consideradas as dependéncias entre as

variaveis (Johnson e Wichern, 1998).

A abordagem paramétrica univariada centra-se na distribuicdo normal de probabilidade ,
com os parametros N(u,0) média e variancia, respectivamente. Esta centralizagdo deve-
se ao fato de esta distribuicdo ser completamente descrita com apenas os seus dois
primeiros momentos, o que torna o coémputo muito mais simplificado, sendo que a
utilizagcdo de momentos de ordem superior fornece informag¢des adicionais como a forma

e escala da distribuicdo (Johnson e Kotz, 1970a).

A distribuicdo apresenta o primeiro membro constante, sendo 0 segundo responsavel pela
conformacgao da distribuicdo ao longo das realizagdes da variavel mensurada. Em uma

abordagem matricial, todos os valores de sao definidos como escalares. Assim, podemos

definir o componente estocastico no segundo membro como (x- 4 (0 2)_1 (x-p), esta

uma distancia quadratica (Anderson, 1984).

No caso multivariado, o correspondente engloba o numero das p variaveis consideradas e
os valores dos parametros, que agora correspondem a vetores e matrizes. A distribuicao
normal multivariada , representada na Fig. 11, apresenta como parametros Ny(l,Z), onde

U € o vetor paramétrico de médias e Z é a matriz de covariancias

O x - 'y -l X - 0
Slx) = i - exp- | “)22( di ,
(2n)2[]2 0 0

sendo p a dimensao no hiperespaco, (x -l )'Z ‘l(x -l ) uma distancia quadratica
generalizada e o |[J| representa uma variancia generalizada (Johnson e Wichern, 1998).
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f(x)

Fig. 11 Funcéo densidade de probabilidade da

distribuicdo normal bivariada

Algumas propriedades de interesse da normal multivariada seguem: (i) combinagdes
lineares dos componentes de x sdo normalmente distribuidos; (ii) todos os subconjuntos
dos componentes de x tém uma distribuicdo normal multivariada; (iii) covariancia nula
implica em os componentes correspondentes serem independentemente distribuidos e
(iv) as probabilidades condicionais dos componentes seguem uma normal multivariada ou
univariada (Anderson, 1984; Mardia, Kent e Bibby, 1995; Johnson e Wichern, 1998).

Dado um conjunto de variaveis aleatérias normal univariada independentes, entao
tomando-se seu quadrado e soma, tem-se que a variavel resultante segue uma
distribuigdo de x°. Assim a variancia, que é o produto de operacgdes desta natureza, &
representada por esta distribui¢éo. A distribuicdo de x* é dada por Xy , em que v é o
numero de grau de liberdade, e ainda sendo considerada assimétrica a direita. A média
desta distribuicdo € o numero de graus de liberdade e sua variancia equivale a duas
vezes o numero de graus de liberdade (Johnson e Kotz, 1970b). Uma propriedade da
distribuicdo x? é que uma distribuicdo com v1 graus de liberdade pode ser adicionada a
uma outra distribuigdo com v. graus de liberdade, gerando uma nova distribuicdo de x2

com v=vi+Vv; graus de liberdade

2: X
d . OvooqH

aﬁm i

sendo v o numero de graus de liberdade e [ a fungdo gama.

| - -

0
1 1\l
B el g
D ;

A variancia no caso univariado é uma particularizacdo da nog¢ao de covariancia, em que a
variancia € tomada como a covariancia de variavel com ela mesma. Representagdes de

variagdo no espago multidimensional e tratamentos destas em modelos analiticos sdo
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mais dificeis. Assim, conceitos como variancia generalizada sdo empregados a fim de

solucionar o problema da multidimensionalidade.

A variancia generalizada, geometricamente, pode ser representada pelo volume
delimitado pelas variancias marginais em um espag¢o multidimensional. Com fins
algébricos, medidas como o determinante e trago de Z podem ser empregadas como uma
forma de representar a variagcdo das variaveis de maneira conjunta (Johnson e Wichern,
1998).

A distribuigdo de x? define a distribuigdo da variancia, tendo na distribuigdo de Wishart seu
correspondente multivariado, representando a distribuicdo das matrizes de covariancia.
Esta distribuicdo é denotada por Wm(DI z ) . Considerando uma matriz S, teriamos sua

funcdo densidade de probabilidade definida em fung&o da matriz considerada, do numero

de variaveis e das observacgdes e da matriz de covariancia.

n-p-2 -
|% o wrst'f/2

R

sendo: S uma matriz qualquer positivo definida, p o
numero de variaveis, n o numero de observagdes.

|S

W,.(S]1):
2p(n-l)/2n, p(p-l)/4 |Z

A aditividade prerrogada pela distribuicdo de x? continua a ser valida para a distribuicéo
de Wishart (Anderson, 1984; Giri, 1996).
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