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ANALISE DE FUNCOES DE CRESCIMENTO

Daniel Pereira Guimarﬁesl
Luis Hernan Rodriguez Castrc:-2

RESUMO

Este trabalho propoe uma variacac do modelo de Gompertz,
denominada "Fungao Complementar", cuja formula &  dada por
W = A(1-EXP(-aEXPBt)) . Esta funcao € recomendada, juntamente com a de
Gompertz e a Logistica, para o ajuste de dados assintdticos, especial
mente quando a série de crescimento ainda nao foi concluida. Também &
recomendada a linearizagao do modelo, quando nenhum valor observado na
série de crescimernto for superior ac valor definido para a assintota.
Esta linearizacao devera se basear em diferentes valores assintéticos,
€ a selegao do melhor modelo efetuada a partir da corregao das discre
pancias logaritmicas. Utilizando a técnica de linearizacdo, torna-se
mais facil promover alteragdes nos modelos visando aumentar sua preci
saoc.

GROWTH FUNCTION ANALYSIS

ABSTRACT

This study proposes a variation of Gompertz's model,
referred to as the "Complementary Function" whose formula is given by
W = A(l - EXP(-aEXPBt)). This modified function is recommended, along
with the Gompertz and Logistical function for fitting data showing
asymptotic trends, mainly in cases where the growth series has still
not been concluded. The linearization of the model is also recommended
when any data belonging to the growth series presents a value greater
than that one defined for the asymptotic value. This procedure may be
based upon different asymptotic values and the selection of the best
fitting model must take into account the correction for logarithmic
discrepancies. Using the linearization technique, alterations in the

models may be tried, aiming to increase their precision.

1 Engenheiro Florestal, M.Sc.
Estatistico, Ph.D.



1 - INTRODUGAO

O crescimento da maioria dos seres vivos, em fungdo do tem
pPo, apresenta as sequintes caracteristicas:

a) %iﬁwﬂ= @ (W = crescimento, o = dimensao inicial, t = tem-
po;
b) ter um ponto de inflexao (I);

c) %imw = A (A = dimensao na maturidade) .

Explicar matematicamente a tendéncia do crescimento consti
tui importante subsidio, especialmente para o desenvolvimento das =k
éncias bioldgicas. Varios modelos matemiticos foram formulados  com
esta finalidade, sendo que os derivados da curva [lquEtJT sao OS mais
aceitos, por apresentarem parametros que permitem interpretagoes biold
gicas. Sawdland & Mogilchrist (1979) consideram, ainda, sob o ponto de
vista estatistico, a estruturagao dos dados, a escolha do modelo e sua
estimagao. Os modelos normalmente ajustados s3o:

- modelos de trés parametros:

Bt

a) W=2a/(1 + ae”") Fungao Logistica

b) w = A% Funcao de Gompertz

onde, nestas fungoes, B & o pariametro que define as taxas de crescimen
to.

- modelos de quatro parametros:

a) W=AaA(l1l + uEEtJT Funcao Logistica Generalizada

b) W

Il

A(l - aaPtyY Fungdo de Richards
onde, nestas fungoes, y & o parametro que confere ponto de inflexao va

riavel.

A diferenga basica entre estes modelos estd no fato de que
as fungoes de trés parametros apresentam ponto de inflexdo definido,



enquanto este € variavel nas fungoes de quatro pardmetros. Para a fun
¢ao Logistica, o ponto de inflexdo se situa em W = A/2 e a  distribui
gao das taxas de crescimento & simétrica. Para a Funcdao de Gompertz,
o ponto de inflexao se situa em W = A/e e a distribuicac das taxas de

crescimento se caracteriza por ser assimétrica a esquerda.
1.1 - Ajuste e Flexibilidade dos Modelos

Normalmente, para o ajuste de funcgoes de crescimento, utili
za-se o método da regressao nao-linear, que estima os par@metros atra
vés de processos iterativos de minimos quadrados. Sua solucao requer
o0 estabelecimento de intervalos que posicionem a localizagao dos para
metros a serem estimados, de forma a reduzir o numero de iteracoes e
facilitar a convergéncia do modelo. Este procedimento se torna mais
complexo quando o ajuste & feito para funcoes de quatro parametros.

Nelder (1961) apresentou uma metodologia que facilita o ajus
tamento da Fungao Logistica Generalizada. Causton (1963) desenvolveu
um programa especial de computagao que permite ajustar a fungao de Ri
chards sem que*seja necessario o estabelecimento de valores iniciais
para os parametros a serem estimados.

A possibilidade de alterar o posicionamento do ponto de in
flexao confere aos modelos de quatro pardmetros uma flexibilidade supe
rior a obtida pelos modelos de trés parametros. Causton (1969) demons
trou esta caracteristica, ao comparar as fungoes Logistica e de Ri-

chards, na descrigao do crescimento de mudas de "Sycamore" (Acer pseudo-

platanus) .

Seria 16gico supor que a utilizacgao dos modelos de quatro pa
rametros substituisse eficientemente os modelos de trés parametros.
Entretanto, nem sempre isto se da, pois a alta flexibilidade dos mode
los de quatro parametros pode vir a comprometer a interpretacdo dos
resultados ou até mesmo a precisao das estimativas. Fletcher (1975) ,co
mentando os resultados reportados por Causton (1969), questiona a res
peito da magnitude dos parametros requeridos para a solucao do modelo:
Hoffmann & Vieira ElQBEj, analisando o crescimento de Eucalyptus pro-

pinqua, concluiram que a fungao de Gompertz fornecia estimativas mais
precisas que as obtidas pela aplicacao da Logistica Generalizada. Frei
tas. et al. (1984), comparando algumas fungoes assintSticas, na explica
¢ao do crescimento de frangos de corte, verificaram que a funcao de
Richards apresentou as estimativas dos parametros menos precisas, en-

quanto as fungoes de Gompertz e Logistica apresentaram os resultados



mais adequados. Neste caso, em relagao a fungao de Richards, possivel
mente nao houve a convergéncia dos parimetros do modelo.

2 - UM MODELO ALTERNATIVO PARA FUNCOES DE TRES PARAMETROS

Conforme explicitado anteriormente, as fungdes de trés para
metros normalmente aplicadas possuem pontos de inflexao I < A/2. Mui
tas vezes, especialmente para organismos crescendo em populacoes, ocor
re que a competigao entre os seres induz o ponto de inflexdo a se posi
cionar proximo ao crescimento alcangcado na maturidade. Assim, muitas
vezes as fungoes de trés parametros naoc se ajustam a certas tendéncias
de crescimento, como, por exemplo, ao crescimento de plantas (Ri-
chards 1959), levando a crer que seus ajustamentos sio mais apropria

dos para explicar o crescimentc de animais.

Desse modo, & de grande interesse definir uma funcao de trés
parametros cujas taxas de crescimento descrevam uma distribuigao assi
métrica 4 esquerda. Isto pode ser facilmente consequido através de al
teragao no posicionamento do ponto de inflexao da funcdo de Gompertz,
obtendo-se o seguinte modelo:

gt
w = a(l - 2% )

ponto de inflexao: I = A-A/e ou I =0,63212 A,

Uma vez que esta fungao refere-se apenas a ligeiras modifica
¢oes da proposta por Gompertz, e ao fato de que seu ponto de inflex3o
corresponde ao complemento da funcao original, resolveu-se denomina-
-la de "Fungao Complementar a& de Gompertz" ou apenas "Fungao Complemen
tar"™.

Derivando-se o modelo, em relacao a seus parimetros, obtémse:

—meﬂt
dwﬁda = (1l - e )
___Bt Bt
a/q, = A1 - 8% ) goe | Bt
_ Bt _ Bt
dW/ye = AL 5 8% ) 8% | aeft | &.

Na Fig. 1 sao mostradas as tenddncias de distribuicdo das

taxas de crescimento, em relagao ao modelo de trés parametros utiliza
do.



1 - Funcdo de Gompertz
2 - Fungdo Logistica
3 -Fungdo Complementar

2

e e E— —— et

A/e A/2 A-A/e
I

Taxa de crescimento

|
-Lnol/-Bl ILna2/-B2 -In(-a) /B3

Tempo

FIG. 1. Comportamento das taxas de crescimento em relacgac ao modelo de
ajuste dos dados.

3 - ESTIMATIVA DOS PARAMETROS

0 método mais preciso para determinagaoc das estimativas dos
parametros de uma funcdoc assintdtica € o que utiliza a regressac nao-
linear, cujo algoritmo esta associado a processos computadorizados.
Barr et al. (1979) adotaram este procedimento para ajuste de modelo
nao-linear do SAS.

Um método pratico para a estimativa destes parametros, cita
do por Stevens (1951), consiste em pré-fixar o valor assintotico atra

vés de iﬂ$pEQED grafica, o que permite converter a fungﬁm em equagao
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linear. Uma implementagao deste método pode ser consequida se forem
~atribuidos diferentes valores assintdticos e verificadas suas influég

cias na formacao dos residuos. Através deste procedimento, obtém-se:

Ln Ln (A/W)= o, + B,t Fungao de Gompertz
Ln (A/W - 1) = ay + Bot Funcac Logistica
In Ln (1/(1 - A/W)) = aqy + 53t Fungao Complementar

Entretanto, deve-se ressalvar o fato de estarem os dados re
ferentes as varidveis independentes transformados pela logaritmizacao,
pPara que se torne possivel o ajuste da regressao linear. Deste modo,
nao se procede a selecdao do modelo através dos parametros de precisao
obtidos na analise de variancia. Esta situacdo pode ser contornada pe

la retransformagao dos dados e reconstituicdo da analise de variancia.

4 - EXEMPLOS DE APLICACAO

A Tabela 1 fornece dados obtidos de parcelas experimentais
de Eucalyptus grandis, com espagamento de 3 x 2 metros. O experimento

foi instalado em area do CPAC, na localidade de Planaltina, DF.,

TABELA 1. Produgao volumétrica de Eucalyptus grandis, em funcao da

idade.
Idade Repeticao Volume Idade Repeticao  Volume
3

(meses) (ne) {mB,Hha} (meses) (ne) (m~ /ha)
20 1 31,68 54 i 140,23
2 34,21 2 166,84

3 31,50 3 154,26

30 1 <% T 66 1 202 23
2 66,91 2 225,27

3 2. 27 3 195,44

42 1 91,87 78 1 249,56
2 118,28 2 273,63

3 108,31 3 242,23

11



Plotando as taxas de crescimento, evidenciou-se gue o0s dados
poderiam ser ajustados pela Funcao de Gompertz. Foram estipulados va
lores assintoticos iniciais de, respectivamente, 350, 400, 450, 500 e
550 mgfha. Apos o ajuste dos dados transformados por regressoes line
ares e a antilogaritmizacgao dos valores estimados, obteve-se as somas
dos quadrados dos residuos (SQR), cujas alteragoes na capacidade ex

plicativa do modelo sao apresentadas na Fig. 2.

" i

Soma dos quadrados dos residuos

N n nN
N e H
| ! E

N
—t
I

—_ N
0 O
l
I
|
l

I
|
O | ki b el -
550 400 450 500 29950

Valor assintdtico ( m3/ha)

FIG. 2. Alteragoes na distribuicao dos residuos, em funqﬁﬂ do valor as
sintotico estipulado.

Note-se gque a menor dispersac dos dados em torno da linha de
" S 3
regressao se deu para um valor assintdtico em torno de 450 m”/ha. Des

ta forma, o modelo de ajuste aos dados de crescimento volumétrico pode
ser expresso por:

o1,47432 - 0,02620.t
W = 450/ (e

12



ou entao:

- -0,02620.¢
W = 45{}‘& qIBEEﬂE « 2

Estes resultados foram comparados com os obtidos gquando se
submeteu os dados 3 analise de regressao nao-linear, utilizando-se o
algoritmo proposto por Marquardt (1963) , sendo sua rescluqﬁo efetuada
pelo programa NLIN do SAS (Barr et al. 1982). Os resultados obtidos
através da solucao pelos dois métodos estao mostrados na Tabela 2 e evi
denciam a proximidade dos valores encontrados. O mesmo nao seria obti
do, se nao fosse efetuada a retransfnrmaqﬁo dos dados estimados para

posterior selecac do modelo de melhor ajuste.

TABELA 2. Volumes estimados em conformidade com os métodos de ajuste

da Fungao de Gompertz.

Idade Volume Métodos

(meses) médio Linearizacao Marquardt
20 32,33 33,88 34,59
30 64,40 61,49 62,13
42 106,15 105,20 LD =1
54 153,78 155,70 155,62
66 207,64 20733 206,95
78 255,14 Pk e e 25511

Na Fig. 3 esta demonstrado o crescimento das espécies E.

grandis e E. maculata, na localidade de Bom despacho, Minas Gerais. 0Os

dados sEn.referentes ao trabalho de Guimaraes et al. (1982). Estes fo

ram ajustados pelas funcgoes Logistica e Complementar.

Por procedimento analogo ao exemplo anterior, foram obtidos
0s seguintes resultados:

E. grandis, ajustado pela Fungao Complementar:

0,05526.t

) :

E. maculata, ajustado pela Fungao Logistica:

-0,06875.t

W = 150/(1 + 45,81905.e )

1 Be
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FIG. 3. Crescimento volumétrico de Eucalyptus grandis e Eucalyptus

maculata, na localidade de Bom Despacho, MG.

Assim, foram mostradas trés diferentes tendéncias de cresci
mento, sendo adequadamente explicadas por funcdes de trés parametros.
Entretanto, podem ocorrer casos em gue nenhuma destas fungoes descre
va convenientemente a tendéncia de distribuigao dos dados. O exemplo a
seguir, relativo a uma distribuigao diamétrica de um povoamento de
Eucalyptus grandis, situado em Brasilia-DF, representa um desses casos.

As classes diamétricas e suas respectivas freqliéncias esti3o demonstra
das na Tabela 3.

Neste caso, a distribuigao da freqliéncia acumulada represen
ta uma curva sigmoidal de tendéncia definida. O ajuste desta distribui
¢ac e posterior determinacao das freqliéncias esperadas por classe de
diametro (f) & importante por fornecer resultados compativeis, ou seja,
© somatorio dos valores estimados tenderd a ser semelhante ao dos valo
res observados.

14



TABELA 3. Distribuigao de freqtiéncia diamétrica para um povoamento de
Eucalyptus grandis, situado em Brasilia-DF.

Centro de Freqfiencia Freqgtiéncia

classe por classe acumulada
(CcL) (£) (£)
6,25 29 29
8,75 65 94
11,25 e | 165
13,75 100 265
16,25 90 355
18,75 65 420
21,25 38 458
23,75 13 471
26,25 6 477

Como a série & definida, pode-se inferir que a assintota se
localiza em um valor de freqtiéncia acumulada proximo de 480 Arvcres. A
partir deste valor assintdtico, promoveu-se a linearizagao das fungoes
de trés parametros, cujas tendéncias sdao mostradas na Fig. 4.

Evidencia-se, neste caso, ser a fungao Logistica a que me
lhor se ajusta aos dados, uma vez que as transformagoes baseadas nesta

fungao foram as que mais se aproximaram da reta. O modelo ajustado re
sultou em:

F = 480/(1 + 141,8819e 0,37643.CL,

As fregliéncias esperadas por classe diamétrica (f) foram ob
tidas pelas diferengas sucessivas entre os valores estimados, e os re
sultados obtidos pela aplicagac desta funcao podem ser visualizadas na
Flg. 5%

Analisando estes resultados, percebe-se gue a distribuicao
dos dados nao corresponde 3 definida pela funcao Logisticg. Uma melhor
aproximagao desta distribuicao poderia ser conseguida através de dois
procedimentos, ou seja, pela utilizacao de funcoes de quatro  parame-
tros, ou pela introdugao de alteracgoes nos modelos de trés parametros.

Uma vez gque a distribuicao se aproximava da descrita pela
funcao Logistica, optou-se por utilizar a LGgIstica Generalizada como
funcao de quatro parametros, para ajustar os dados observados.

15
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FICG. 4. Linearizagdo das fungoes de Gompertz, Logistica e Complementar.
Dados relativos i distribuicdo de freqfiéncia acumulada e valor
assintdético igual a 480 arvores.

Alteracdes nos modelos de trés parametros podem ser efetua
das a partir de transformagoes da variavel independente, no caso, as
classes diamétricas. Analisando a Fig. 4, concluiu-se que as transfor
magdes resultantes da aplicagdo da fungao Complementar poderiam ser 2
justadas por uma equagao logaritmica, resultando em:

Ln.Ln(1/(1 - F/A)) = a - BLn(CL);

obtém-se, entao, o seguinte modelo:

16



__ B Ln(cCL)
F=aA(l - e %€ ) 3

podendo ser simplificado para:

B
F = a(l - E_EEL )
100}
80
=
= 60
O
=
o
a»
“ 40F
20}
N
™
/\’ 5 10 15 20 25

Classes de didmetro (cm)

FIG. 5. Freqliéncias diamétricas observadas e estimadas pela fungcao Lo
gistica, para um povoamento de E. grandis, Brasilta, DF.

Para este modelo, os pontos de inflexao se situam, com rela
¢ao d varidvel independente, em EXP(-Lnu/B) e, com relagac & variavel

dependente, em A - A/e.

17



Para a selegao do melhor modelo, utilizou-se a comparacao
através do gquadrado médio dos residuos (QMR). Os resultados obtidos fo
ram: -

a) Logistica Generalizada

A = 486,80410
a = 43,86571
B-= 0,31463
y = =1,30808
QMR = 104,14

b) Fungao Complementar alterada

A = 477 ,86036

a = 2,43211.10%
B = 3,09634
OMR = 46,15

Pela utilizagao da fungao Logistica, o valor do MR encontra
do foi de 134,58. Portanto, houve um pequeno ganho ao se utilizar o mo
delo de guatro parametros. Entretanto, a alteragao na fungao de trés
parametros resultou em um modelo bem mais eficiente na explicacao da
tendéncia de distribuigao dos dados. Os resultados de ajuste deste mo
delo sao mostrados na Fig. 6.

Comparando-se as Fig. 5 e 6, verifica-se que, nesta ultima,
os valores estimados se ajustam melhor, principalmente nas classes di
amétricas de maior freqtiéncia. Convém ressaltar que nao se deve  reco
mendar um modelo geral para analise de crescimento; esse modelo deve

ser. pesquisado para cada situagao em estudo.

Algumas transformacoes poderiam ser efetuadas, no sentido de
alterar o posicionamento dos pontos de inflexao dos modelos, visando,

assim, alterar suas tendéncias de curvatura. O exemplo a seqguir demons

18



tra a introdugao de uma fungao trigonométrica (no caso, a fungao seno),
com o proposito de alterar a tendéncia descrita pela funcao de Gampertz.
0 modelo linearizado poderia ser escrito da seguinte forma:

Ln.Ln(l/SIN(90.W/A) = a + B.t

1001

80r

60

Freqiuencia

5 10 15 20 25

Classes de didmetro (cm)

FIG. 6. Fregliéncias diamétricas observadas e estimadas pela fungao Com

plementar alterada, para um povoamento de E. grandis, Brasi-
lia, DF.
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Retransformando o modelo para sua forma original, obtém-se:

Bt
W = A(ARCSIN(e *'€ ) /90)

Neste caso, o ponto de inflexao se deslocou de 0,37A (Fungao
de Gompertz), passando a ocorrer na posigao referente a 0,30A, propor
cionando uma nova curvatura ao modelo.

Desse modo, diferentes modelos de trés parametros  poderao

ser desenvolvidos, permitindo assim uma melhor selegao do modelo a ser
ajustado.

5 - CONCLUSOES

Em muitos casos, as funcgoes de trés parametros poderao subs
tituir eficientemente as de quatro parametros, no ajuste de dados gque
apresentem tendéncias assintdticas, especialmente quando a '"série de
crescimento" ainda nao foi completada. Torna-se, portanto, muito impor
tante utilizar essas fungoes no estabelecimento de prognoses.

A linearizacao dos modelos de trés parametros, quando corri
gida a discrepancia logaritmica, tende a apresentar resultados semelhan
tes aos obtidos pela solugao nao-linear, desde que nenhum dado relati
vo aos valores observados seja superior ao valor assintotico que ira
minimizar os residuos em torno da linha de regressao. Esse método, de
vido & facilidade de sua aplicagao, também podera ser utilizado na de
terminacaoc dos valores iniciais requeridos pela solugao nao-linear.

Através da inspegao grafica, utilizando a técnica de lineari
zacao dos modelos, torna-se possivel promover alteragdes nas fungoes
de trés parametros, de forma a aumentar a pre¢is§o de suas estimativas,
sem a necessidade de recorrer a fungoes de guatro parametros, cujas so
lucoes sao mais complexas.

O ganho em grau de liberdade, obtido pela aplicagac de
fungoes de trés parametros, & muito importante nos casos em que os a

justes devam ser feitos a um limitado nimero de dados.
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