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INFERENCIA BAYESIANA E SIMULACAO
ESTOCASTICA (AMOSTRAGEM DE GIBBS) NA ESTIMACAO
DE COMPONENTES DE VARIANCIA E DE VALORES
GENETICOS EM PLANTAS PERENES

Marcos Deon Vilela de Resende

1. Sinopse

A predicado de valores genéticos e a estimagcao de componentes de
variancia sao atividades essenciais no melhoramento de plantas perenes, sendo
que o procedimento padrao de estimacao/predicao é o REML/BLUP (maxima
verossimilhanca restrita/melhor predicao linear ndo viciada). Uma deficiéncia
do procedimento REML/BLUP para a estimacéao/predicdo de componentes de
variancia/valores genéticos refere-se ao fato de que o método REML propicia
intervalos de confianca apenas aproximados para os pardmetros genéticos,
através do uso de aproximacoes e suposicoes de normalidade assintética. Isto
porque a distribuicdo e varidncia dos estimadores ndo sao conhecidos e, assim,
questoes referentes a efetividade da selegao a ser praticada nao podem ser
respondidas com rigor.

A anédlise Bayesiana baseia-se no conhecimento da distribuicao a posteriori
dos pardmetros genéticos e possibilita a construcao de intervalos de confianca
(melhor definido como intervalo de probabilidade ou intervalo de confianca
Bayesiano) exatos para as estimativas dos parametros genéticos. Assim, esta
anélise propicia uma descricdo mais completa sobre a confiabilidade dos
paradmetros genéticos do que o método REML (Gianola & Fernando, 1986;
Resende, 1997; 1999).

A inferéncia estatistica Bayesiana baseia-se na distribuicao condicional
do parametro (q) dado o vetor de dados (y), ou seja na distribuicao a posteriori
do parametro dadas as observacgoes fenotipicas, a qual eqtiivale a:

: (9|y)— f (yl6) 1(6)

[of () (B) dg-omaAue

f(y¥x) — funcédo densidade de probabilidade da distribuicdo condicional de um

vetor de observacdes (y)dado ( (denominada funcdo de verossimilhanca
ou modelo para os dados).
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f(Q) - funcéo densidade de probabilidade da distribuicéo a priori, que é também
a densidade marginal de (. Esta funcdo denota o grau de conhecimento
acumulado sobre (, antes da observacgéao deYy.

J’Rf (y|9) f (8) dO - distribuicdo marginal ou preditiva de y com respeito a
g, onde R é a amplitude da distribuicdo de Q.

Verifica-se entdao que a distribuicdo a posteriori € proporcional a
verossimilhanca x priori, ou seja, a funcao de verossimilhanga conecta a priori
a posteriori, usando para isto os dados do experimento (observagcoes). Dessa
forma, a distribuicao a posteriori contempla o grau de conhecimento prévio
sobre o parametro (g) e também as informacdes adicionais propiciadas pelo
experimento (y).

Para a situacao em que tanto a distribuicao a priori quanto a distribuicao
das informacdes sdo normais, ou seja, 8 ~N (u, r?) e (Y|9) ~N (8, 0% com
og? conhecido, a distribuicdo a posteriori de (J é também normal, ou seja

(@Y =y)~N (u,r’) onde:

_ru+o’y.

2 -2 -2
U —— n?=r?+o
1 r2+O_2

1

Usando esta distribuicdo a posteriori, pode-se demonstrar que os
fundamentos basicos da predicao de valores genéticos sdo essencialmente de
natureza Bayesiana, conforme apresentado inicialmente por Robertson (1955).

Os efeitos genéticos aditivos sao definidos como desvios e uma populacao

de efeitos genéticos apresenta zero como média e oj como variancia. A

melhor predicao do efeito genético de um individuo sem nenhuma informacao,
tomado aleatoriamente da populacao é a média populacional u, a qual pode ser

tomada como o estimador a priori, cuja variancia é aj. Tomando uma informacao
y do individuo, um segundo estimador do efeito genético é o desvio (y-u)

;- ~ N PoRT . . A . 2 2 2
fenotipico em relacéo & média populacional, o qual possui varidncia 0, =0, —0,,

em que 05 é a variancia de y. Estes dois estimadores independentes podem

ser combinados linearmente da melhor maneira possivel, tomando as reciprocas
das respectivas variancias como pesos. Sob o enfoque Bayesiano, a esperanca
da distribuicao a posteriori corresponde a média ponderada pela precisao, das
médias da priori e da verossimilhanca. Assim, tem-se:
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él_Epstimador‘a priori , estimadorinf ormagéoobservadﬁ 1 1 E:

2 ol-0
:% E:hz(y u),
2 o -o0?

como no enfoque da inferéncia estatistica classica, onde h? é a herdabilidade.
Este é também (considerando y como a média dos individuos selecionados) o
estimador para o ganho genético para a selecdo massal.

No contexto Bayesiano, as equacoes de modelo misto (denominadas
equacoes de modelo misto de Robertson) sdao dadas por:

X'R'X+S* X'R'z O EE(,Bly)E_ k'Rly+str0
B Z'R™X Z'R'lz+G'1B%(a|y)D AZ'R'y+G™M0Q

onder, =E(b) e0=E (a).

Tomando a informag&o a priori sobre os efeitos fixos (b) como néo

informativa (expressa como S _, oo € entdo S! _, (), tem-se que esta
equacao resultante equivale as equagdes do modelo misto (EMM):

X'R*X  X'R'z 00RO X'R'yd
YRiIX zZR'z+GHEap ZRy &M aue

R=1g?, G=Ac?eS=Var(B).

O problema bésico da implementacao da anélise Bayesiana refere-se a
integracao numérica (no espaco do pardmetro) da funcdo densidade de
probabilidade a posteriori. Tal integracao, por métodos analiticos, é impossivel
na pratica. Assim, tem sido utilizado o procedimento de simulacao estocastica
denominado amostragem de Gibbs (GS) para a viabilizacdo da estimacao
Bayesiana (Sorensen, 1996).

Além das distribuicdes (normais) assumidas para os efeitos aleatérios
(a) no modelo linear classico e para a verossimilhanga do vetor de observacées
(y), a abordagem Bayesiana requer atribuicdes para as distribuicGes a priori
dos efeitos fixos e componentes de variancia. De maneira geral, sédo atribuidas
distribuicdes a priori nao informativas ou uniformes para os efeitos fixos e
componentes de varidncia, como forma de caracterizar um conhecimento a

Documentos, 46 7



priori vago sobre os referidos efeitos e componentes (Gianola & Fernando,
1986).

Utilizando-se distribuicdes a priori ndo informativas para os efeitos fixos
e componentes de variancia, tem-se que as modas das distribuicoes marginais
a posteriori dos parametros genéticos correspondem as estimativas obtidas
por REML e gera estimativas de componentes de variancia pelo método VEIL
(ou de verossimilhanca integrada) apresentados por Gianola & Foulley (1990).
A grande vantagem da andlise Bayesiana, neste caso, refere-se a obtencao
dos desvios padrdes e intervalos de confianca exatos para os pardmetros
genéticos bem como a obtencao de estimativas mais precisas. Resende (1999b)
empregando as abordagens REML e GS obteve estimativas de 0,32 + 0,06 e
0,34 + 0,005, respectivamente, para a herdabilidade no sentido restrito para
o caréater diametro em Pinus caribaea var. hondurensis, confirmando a grande
precisao do método Bayesiano.

Quanto a estimacao dos efeitos fixos (efeitos de blocos por exemplo) e
a predicao dos efeitos aleatérios (valores genéticos), tem-se que as médias das
distribuicGes marginais a posteriori dos parametros de locacao (efeitos fixos e
aleatérios), dado os componentes de varidncia ou pardmetros de dispersao,
equivalem as solugdes das equacdes do modelo misto do BLUP desde que sejam
atribuidas prioris nao informativas para os efeitos fixos, prioris normais para os
efeitos aleatdrios e verossimilhanca normal para o vetor de observacoes. Neste
caso, a vantagem da abordagem Bayesiana refere-se a obtencao de valores
genéticos preditos com menores desvios padroes.

Em resumo, a anélise Bayesiana propicia estimativas mais precisas de
componentes de variancia, parametros genéticos, valores genéticos e ganhos
genéticos. Adicionalmente, a estimacao Bayesiana permite a anélise exata de
amostras de tamanho finito. Este ultimo aspecto é muito importante,
especialmente para programas de melhoramento baseados em conjuntos de
dados desbalanceados, onde tal abordagem propicia uma elegante andlise de
amostra finita, a qual ndo pode ser obtida pela metodologia freqlUentista de
modelos mistos.

2. Introducéao

A predicao de variaveis aleatérias e a estimacdo de componentes de
variancia e efeitos fixos via metodologia de modelos mistos apresentam grande
relevancia na genética quantitativa aplicada ao melhorameto de plantas perenes.
Embora a metodologia de modelos lineares mistos (MMLM) tratada pela
abordagem da Inferéncia Estatistica Freqilientista apresente varias propriedades
desejaveis, publicacdes recentes tém mostrado uma superioridade da MMLM
quando abordada do ponto de vista da Inferéncia Estatistica Bayesiana.
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Em 1986, o trabalho classico de Gianola & Fernando (1986) propds a
abordagem Bayesiana como uma estratégia conceitual para resolucao de
problemas em melhoramento animal, a qual foi detalhada por Gianola et al.
(1990). Devido as excelentes propriedades tedricas e praticas da anélise
Bayesiana, acredita-se que a mesma tornar-se-a rotineira em melhoramento
de espécies perenes, transformando-se no procedimento padrao de estimacao
de componentes de variancia e de predicao de valores genéticos.

Os geneticistas quantitativos foram influenciados pelo renascimento
Bayesiano que ocorreu em meados da década de 1960. Lindley & Smith (1972)
apresentaram uma ligacao entre modelos mistos e as abordagens Bayesianas.
Dempfle (1977) e Ronningen (1971) pesquisaram as conexdes entre BLUP e
estimadores Bayesianos. Entretanto, somente na década de 1990, a utilizacao
da Inferéncia Bayesiana em melhoramento animal tornou-se rotineira,
destacando-se os trabalhos de Gianola & Foulley (1990); Gianola et al. (1990),
Weigel & Gianola (1993); Wang et al. (1993, 1994a e b); Jensen et al. (1994);
Sorensen et al. (1994); Varona et al. (1994); Varona (1994); Tassel et al.
(1995); Rodriguez et al. (1996); Arendonk et al. (1996), Garcia-Cortez &
Sorensen (1996) e Rekaya (1997).

Outros trabalhos, enfatizando a estimacao Bayesiana de parametros
genéticos, mas nao no contexto dos modelos lineares mistos, foram
desenvolvidos (Toro & Prunonosa, 1984; Saio & Hayashi, 1990) através do
uso do espago paramétrico como informacdes a priori. No Brasil, a analise
Bayesiana vem sendo recomendada para avaliacdo genética em melhoramento
animal (Magnabosco, 1997; Rosa, 1999) e florestal (Resende, 1997; 1999).

A estimacao Bayesiana de varidveis aleatérias apresenta grande
relevancia em diversas areas do conhecimento além da genética quantitativa,
especialmente na biometria, econometria, engenharia, fisica e inteligéncia
artificial, dentre outras. Segundo Sun et al. (1996), de maneira genérica, uma
andlise Bayesiana exata pode ser obtida para os modelos de componentes de
variancia baseados tradicionalmente na teoria da normalidade, permitindo, para
qualquer parametro de interesse, uma detalhada inferéncia, para amostras de
tamanho finito. Esta € uma das grandes vantagens da anélise Bayesiana.

3. Estimacdo e predicdo Bayesiana

A origem da Inferéncia Estatistica Bayesiana ocorreu com o lancamento
da obra “An Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances”, a
titulo péstumo, de autoria do Reverendo Thomas Bayes. Esta obra foi publicada
em 1763, por Richard Price, e apresenta o teorema denominado Teorema de
Bayes (Murteira, 1990).
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O teorema de Bayes fundamenta-se em probabilidades condicionais. Para
enunciar tal teorema torna-se relevante apresentar alguns conceitos basicos
de probabilidade, conceitos estes apresentados em varios livros de estatistica,
por exemplo em Mood et al. (1974).

3.1. Conceito de probabilidade, probabilidade condicional e
Teorema de Bayes

O conceito de probabilidade é a base de toda a Estatistica. A definicao
de probabilidade é aceita por praticamente todos os estatisticos. Entretanto,
vérias interpretacoes de probabilidade existem, destacando-se a Fisica ou
Cléassica, a Freqlentista, a Légica e a Subjetiva.

(i) Probabilidade Freqiientista

Sob o enfoque freqlientista, as freqliéncias relativas de ocorréncia dos
resultados convergem para a probabilidade de ocorréncia destes resultados
quando o numero n de repeticoes do experimento tende a ser grande.
Por exemplo, a freqtiéncia de um resultado A é dada por

n )
— A lim — . P
f/—\ _F nlﬁ fA - P[A] , €mque n, e 0 numero de vezes em que ocorreu o

0

resultado A e P[A] denota a probabilidade de A.

(ii) Probabilidade Fisica ou Classica

A interpretacao classica de probabilidade baseia-se no conceito de
resultados igualmente provaveis. Assim, a probabilidade de um resultado ou
evento é dada pelarazao 1/N, em que N é o nimero de resultados possiveis.

(iii)  Probabilidade Subjetiva

Segundo esta interpretacao, a probabilidade que uma pessoa atribui a
um possivel resultado de algum processo representa seu préprio julgamento da
chance de o resultado ser obtido. Assim, a probabilidade de um evento A é a
medida do grau de confianca que a pessoa deposita em A.

(iv) Probabilidade Légica

A interpretacao légica de probabilidade pode ser derivada em funcao do
conhecimento cientifico que é de dominio publico, ou seja, do conhecimento
comum a todos.

A seguir sao apresentadas algumas definicdes relevantes de
Probabilidade.
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Espaco de probabilidade: um espaco de probabilidade é a tripla (W, A,
PL.1), onde Wé o espaco amostral, A é uma colecdo de eventos e P[.] é uma
funcao de probabilidade com dominio em A.

Probabilidade condicional: Se A e B sdao eventos em A, para um dado
espaco de probabilidade (W,A, PI.]), a probabilidade condicional de um evento
A dado o evento B, indicado por P[A|B] é definido por:

P[AB

E P[A 8] se P[B] 0O,

P[a,B]=P[B] ®P|AB|=P[A]P[B/A|C

Desta forma, como P[AYB] é uma probabilidade, valem para ela todas
as propriedades de probabilidade. A prova de que a proporcao P[A,B]/P[B] é
uma probabilidade vem da verificacdo dos axiomas:

(i)  PIAYB] = P[A,BI/PIB] 2 O
(i)  PIWB] = PIW,BI/ PIB] = PIB]/ PIB] =

(i) SeA,, A, ...A ..., éuma seqiiéncia de eventos mutuamente exclusivos
em A, entao:

PlJAlBE= 3 PlAle

Regra da multiplicacdo: Para um dado espaco de probabilidade
(WA, PL.]), se A A, ...A sdo eventos em A, paraoqual [A, A, ... A ]
> 0; entao:

PIAA,...A]=P[A].PIAYA] PIA YA A]...PIA YA A, .. A ]

Eventos independentes: Para um dado espaco de probabilidade
(W,A, PL.]), sejam A e B dois eventos em A. Os eventos A e B sao definidos
ser independentes se, e somente se, uma das condicoes for satisfeita:

(i) P[A,B] = P[A].PI[B]
(i)  P[AYB] = P[A]lse P[B] > O
(iii)  P[BYA] = P[B] se P[A] > O
Teorema de probabilidade total: Para um dado espaco de probabilidade

(WA, PL.1), seB,, B,, ..., B, € uma colecéo de eventos mutuamente disjuntos
em A satisfazendo:
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Q:UBj eP[Bj] 00 para =1 2 ..., nentdoparatodo A 0 A:

j-1

Plal=3 ela e ol =Pl

Considere o seguinte exercicio: duas caixas possuem bolas vermelhas
(V) e azuis (A). A caixa 1 (C,) possui 60V e 40A enquanto a caixa 2 (C,) possui
10V e 20A. Suponha que uma caixa seja tomada aleatoriamente e uma bola
tomada aleatoriamente dentro desta caixa. Qual a probabilidade de que a bola
seja vermelha?
Tem-se:
PIC,]1 =0,5; PIC,] =0,5
PIVGC,] = 0,60; P[VOC,] = 10/30 = 0,3333
Aplicando o teorema da probabilidade total, tem-se:
PIVI =PIVGCC,] + PIVCC,]
= P[V6C,].PIC,] + PIVOGC,]. PIC,]
=0,60.0,5 + 0,3333.0,5
= 0,4666

Teorema de Bayes: Para um dado espaco de probabilidade (W,A, PL.1),
se B,, B,, ..., B, € uma colecdo de eventos mutuamente disjuntos em A
satisfazendo:

Q:UBj eP[Bj] 00 para =1 2, ..., nentdoparatodo A 0 A:

j-1

Plarla]
5 e o

PlBA]=

Considere novamente o exemplo das bolas e caixas. Qual a probabilidade
de ter sido tomada a caixa 1, sabendo-se que a bola amostrada foi a vermelha?

Aplicando-se o teorema de Bayes, tem-se:

P[\/|Cl].P[Cl] : P[V|Cl].P[C1] _06005

= =0,6428
PIV|C,].P[C,] + P[V|C,].P[C,] P[V] 0,4666

P[CV]=

12 Documentos, 46



Assim, o Teorema de Bayes envolve os conceitos de Probabilidade
Condicional e Probabilidade Total.

O Teorema de Bayes definido em termos de densidades de probabilidade,
tem a seguinte formulacao para a distribuicao de uma variavel aleatéria continua:

‘ (9| )- f (yie) f(6)

_ij (yp) f(6)de (1), onde:

g - vetor de pardmetros

y — vetor de dados ou de informacdes obtidas por amostragem

f(g¥%) - distribuicdo condicional de dado Y, ou distribuicdo a posteriori (que
é a base da estimacao e predicao Bayesiana).

f(y¥1) - funcdo densidade de probabilidade da distribui¢cdo condicional de uma
observacao (y) dado gq (denominada funcao de verossimilhanca ou
modelo para os dados).

f(Q — funcédo densidade de probabilidade da distribuicédo a priori, que é
também a densidade marginal de q. Esta funcao denota o grau de
conhecimento acumulado sobre g, antes da observacao dey.

f(y¥@) f(q) - funcdo densidade conjuntadey e q.

f()=[f (v.0) dO=[cf (yB) 1(6) d6= E|f )] - distribuicao
marginal ou preditiva de y com respeito a g, onde R é a amplitude da
distribuicao de q. Eq significa esperanca com respeito a distribuicao
de g. (A integracao da distribuicao conjunta, no espaco paramétrico,
produz a marginal de y).

Como fly) nao é funcao de g (ou seja, f(y) é constante para qualquer q),
a forma usual da formulacao de Bayes é: f(g¥y) a f(y¥2g f(g), onde a indica
proporcionalidade.

A expressdo (1) advém das expressbes f(q,y) = flyxg f(q) e
f(q,y) =f(g¥y) fly), as quais séo obtidas a partir do teorema da probabilidade
condicional.

Verifica-se pela expressao (1) que um fator légico que diferencia o enfoque
Bayesiano da abordagem freqlientista refere-se ao tipo de informacao utilizada.
Na concepcao Bayesiana, toda informacao de que se dispde é Util e deve ser
utilizada. Por outro lado, a estatistica classica utiliza apenas observacoes de
dados reais, desprezando-se as informagdes subjetivas (Gamerman & Migon,
1993).

A componente amostral ou experimental € comum aos modelos classicos
e Bayesianos, mas com interpretacdes diferentes. Embora os modelos
Bayesianos passem por uma extensao dos modelos classicos, existe uma
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divergéncia fundamental entre os dois enfoques: no modelo classico o parametro
é um escalar ou um vetor desconhecido, porém fixo, ao passo que no modelo
Bayesiano, o parametro é considerado como escalar ou vetor aleatério (ndo
observavel), pois para os Bayesianos tudo o que é desconhecido é incerto €,
portanto, toda a incerteza deve ser quantificada em termos de probabilidade
(Murteira, 1988; 1990). Em funcéao disto, os modelos Bayesianos tratam
formalmente a informacao a priori, através da distribuicao de probabilidade
(subjetiva ou légica) a priori. As informacdes a priori e amostrais permitem a
atualizacao peridédica da distribuicdo de probabilidade a posteriori e, portanto,
permite modificar e atualizar as estimativas dos pardmetros.

O teorema de Bayes é uma regra para atualizacao de probabilidades e
pode ser utilizado para célculo de probabilidades a posteriori em mais que um
estagio. Considerando ainda o exemplo das duas caixas com bolas vermelhas
(V) e azuis (A), qual a probabilidade de ter sido amostrada a caixa 1 (C,), tendo-
se amostradas 2 bolas vermelhas?

PV, 0V, |C1.PIC] _ P[V,|C.].PIC,M]
P[Vl n Vz] ' P[V2|Cl]-P[C1IV1] + P[V2|Cz]-P[CzM]

P[Cllvl nV,]=

O raciocinio usado na expressdo acima é de que, no calculo da
probabilidade a posteriori apos a retirada da segunda bola vermelha V,, a
probabilidade a priori a ser utilizada refere-se a probabilidade a posteriori no
estagio anterior (apds a retirada da primeira bola vermelha V.). Assim, tem-se:

PIV,6C,]1 = P[V6C,] = 0,60;
PIC,6V,] = PIC,6V] = 0,6428, conforme célculado anteriormente;
PIV,6C,] = P[V6C,] = 0,3333;
PIC,6V,]1 = 1-PIC,6V] = 0,3572;
0,60 00,6428

PICV, nV,] = .=0,7641
0,60.0,6428+0,33330,3572

A ordem com que as informagGes sao processadas pelo Teorema de
Bayes é irrelevante, sendo que a posteriori resultante é sempre a mesma.
Também, as observacdes podem ser processadas em um Unico grupo, uma a
uma, ou divididas em subgrupos que o resultado final permanece o mesmo
(Gamerman, 1996).

A expressao (1) fornece a regra de atualizacao de probabilidades sobre
g, partindo de f(q) e chegando a f(g¥y). Assim, a distribuicdo a posteriori é
proporcional a verossimilhanca X priori, ou seja, a funcao de verossimilhanca
conecta a priori a posteriori usando para isto os dados experimentais (amostrais).
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Dessa forma, a distribuicao a posteriori contempla o grau de conhecimento
prévio sobre o parametro [f(g)] e também as informacdes adicionais propiciadas
pelo experimento [f(y¥2Q]. A distribuicado [f(y)] preditiva ou marginal de y,
antes de se observary é (til para verificar a adequacao da priori através das
predicdes que ela fornece paray. Apds observary é (til para testar o modelo
como um todo (Gamerman & Migon, 1993).

Assumindo distribuicdo normal para a priori e para as observacoes, ou

seja, 6~ N (14, r?) e (Y|6) ~N (6, 0%) com g2 conhecido, a distribuicéo a

posteriori de (] é também normal, ou seja (Y =y) ~ N (u,,r7), onde:

_ru+a’y.

2 -2 -2
Do c=rc+o
I“ll r-z +0_—2 1

Assim, verifica-se que a precisao ou inverso da variancia conota
informacdo, ou seja, a relacdo w=r?/(r?+c?%), w O (01), mede a
informacao contida na priori em relacdo a informacao total (priori +

verossimilhanca). Dessa forma, pode-se rescrever M = w M+ (1-w) y, de
forma que a média da posteriori eqliivale a média ponderada pela certeza na

priori e na verossimilhanca. Verifica-se também que a precisao (rl‘z) da posteriori
equivale a soma das precisdes da priori e da verossimilhanca.

Em termos de estimacdo, enquanto para a estatistica freqlentista
possam existir varios estimadores para um determinado parametro, para a
Estatistica Bayesiana existe, em principio, um Unico estimador, o qual conduz a
estimativas que maximizam a funcao densidade de probabilidade a posteriori.
Assim, inferéncias sobre ( sao realizadas a partir da densidade a posteriori
através da expressao geral p(@):J' z T (@3) d 6 onde p denota probabilidade

(Gianola & Fernando, 1986).

Ao nivel do -i-ésimo elemento do vetor (, a esperanga condicional de ¢,

[«6 f(y8) f(6) d6
dadoy é IRf (yB) f(6) d6 ,0 qual é o usual estimador Bayesiano

de Q.

O teorema de Bayes pode ser estendido para inferéncias sobre dados
nao observados (dados futuros, por exemplo) (Lindley, 1965; Gammerman &

Migon, 1993). Sendo y um vetor de dados n&o observados, tem-se
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(¥, 6ly)=f (3. y) f@]y), (2)

que é a funcao densidade de probabilidade conjunta ou fungao preditiva. A
funcéo densidade de probabilidade marginal ou funcéo preditiva de y é dada

por T(¥]y) = [ f(¥.6]y) d 6 (3)
=[wf (. v) fEly) d6
=[rf(510) f(6ly) d B

=E,, [f(70)]

As expressoes (2) e (3) representam a base para os problemas de predicao
Bayesiana. Do exposto, torna-se claro que a estimacao trata da compreensao
de um fendbmeno (realidade) através de afirmacdes probabilisticas a respeito
de quantidades nao observaveis e a predicao trata de se fazer afirmacodes
probabilisticas acerca de quantidades a serem observadas no futuro.

3.2. Funcao de verossimilhanca

A funcao de verossimilhanga formaliza a contribuicdo dos dados
amostrais para o conhecimento sobre ¢, visto que a mesma conecta a
distribuicao a priori a distribuicao a posteriori.

A funcao de verossimilhanca [/(0;y)] de ( é a funcado que associa a
cada (, o valor f(y[g). Dessa forma 8 - /(8;y)=f(y|8). A fungéo
£(0;y) associa (para um valor fixo dey) a probabilidade de ser observado
y a cada valor de . Assim, quanto maior o valor de ¢ maiores sdo as
probabilidades atribuidas pelo particular valor de  considerado, ao valor
fixado de y. Ao fixar um valor de y e variar os valores de (] observa-se a
plausibilidade ou verossimilhanca de cada um dos valores de {. E interessante

observar que: J’R f(y|) dy=1 mas-rg £(6;y) d =K %1, ou seja a integral

da funcado densidade de probabilidade eqiivale a 1, mas a fungdo de
verossimilhanga nao integra 1 (Gamerman & Migon, 1993).

E importante ressaltar que os termos probabilidade e verossimilhanca
sao conceitos diferentes. No cOmputo da verossimilhanca, fixa-se a amostra
ou conjunto de dados (y) e varia-se o parametro g, procurando encontrar o

16 Documentos, 46



parédmetro verossimel ou plausivel com o conjunto de dados. Por outro lado, no
célculo de uma probabilidade utiliza-se de uma distribuicdo com parametro q
conhecido e calcula-se a probabilidade de se observar um determinado valor
y =Y, Em outras palavras, o problema da probabilidade & predizer a chance
de ocorrer y sabendo g e o problema da verossimilhanca é fazer afirmacdes
sobre g com base no valor observado y.

No célculo de probabilidades fixa-se g (conhecido) e varia-se y ao passo
que no célculo da verossimilhanca fixa-se y e varia-se Q.

Como exemplo, considere a distribuicdo y ~ Binomial (2, q), em que:
2 = n = ndmero de repeticoes do experimento;

q = parametro da binomial = probabilidade de sucesso;

y =0, 1, 2 = espaco amostral (y é o nimero de sucessos);

d (0,1) = espaco paramétrico ou dominio de variacdo do parametro q.

2
A funcéo de probabilidade equiivale a p(y¥2Q) = %ly@qv (1-9)*, aqual

equivale a prépria funcado de verossimilhanca, ¢(Q; y), quando se observay
=Y,. Considerando os diferentes elementos do espaco amostral, tem-se as
seguintes funcdes de verossimilhanca:

(i) sey = 0,entdo ¢/(Q;y = 0) = %%10(1 -g2=01-9%

(i) sey = 1,entdo ¢(Q;y = 1) = %%}M-qw:zqn-q);

g

(iii) sey = 2,entdo ¢ (Q;y = 2) = %Eﬂz (1-Qq)°

Tendo-se observado y = O, variando-se g no intervalo de O a 1 na funcao
de verossimilhanca ¢ (Q; y = 0) = (1 - )?, verifica-se que o ponto de maximo
desta funcéo ocorre quando ( = 0. Por outro lado, tendo-se observadoy = 1,
variando-se (] no intervalo de O a 1 na funcédo ¢(Q; y = 1) =2 q(1-0Q),
verifica-se que o ponto de méximo ocorre quando g = 2. Finalmente, tendo-
se observado y = 2, verifica-se que o maximo de ¢ ((; y = 2) = Q? equivale a
1. Estas funcodes de verossimilhanca encontram-se plotadas na Figura 1.
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L ®;y)

¢ (8, y=0)

C 6, y=2)

0 0,5 1 O

Figura 1. Funcdes de verossimilhanca para diferentes valores observados y
=0,1,2.

Em resumo, se for observado:
y =0P g = 0maximiza ¢(Q; 0);
y=1P g = % maximiza ¢(Q; 1);

y=2P § = 1 maximiza ¢(Q; 2).
Genericamente, uma funcao de verossimilhanca pode ser construida
conforme descrito a seguir. Sendo, y,, y,, ..., Y, uma amostra aleatéria

independente e identicamente distribuida, com funcao de probabilidade ou
funcao densidade de probabilidade dada por f (y¥23, em que q é o pardmetro da

funcao, a funcao de verossimilhanca de }’ = {Y,s Y, ..., ¥,) € dada por

(@ Y)=fYYQ = fly, v, ...y, Y2, funcdo essa que associa a cada g, um
valor de f(y¥ag.

A funcéo conjunta ¢ (Q; ¥)=f(Y¥Q = f ly,, y,, ... y.¥2Q fatora nas

marginais de forma que equivale ao produtério ¢ (Q; Y) =f (y11/2q .. f (ynl/zq =

n
_I'Il f(y, |9). Como exemplo, considere a distribuicdo normal N(6, 0°). Neste
i=
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caso, a funcado de verossimilhanca desta normal equivale a ¢ (Q; Y) =f( Yl/zq

n n 1 0 1(y, -6)*0 0 n ,_ .0
= nf 0, 0°)=N —=—ex ==L roex -0
= i-1 N (y| ) i=1 [27-[0-2]1/2 pél_ 2 0_2 [%7 p[%_ 20_2 (y ) %,

onde y € a média aritmética dos ..

A funcao de verossimilhanca é a base do Principio da Verossimilhanca, o
qual postula que toda a informacao contida na amostra ou experimento encontra-
se representada nesta funcao. Existem diferentes verossimilhancas que podem
ser empregadas na estimacao paramétrica tais quais verossimilhanca
incondicional marginal, verossimilhanca condicional e verossimilhanca parcial.
Gianola et al. (1989) apresentam detalhes sobre a estimacao envolvendo estes
diferentes conceitos.

3.3. Distribuicdoes a priori

A distribuicao a priori constitui-se no Unico elemento novo na andlise
Bayesiana em relacao a andlise classica. A determinacao desta distribuicao é
subjetiva, entretanto dados experimentais podem ser utilizados nesta etapa.
A premissa desta distribuicao é que ela represente o estado atual de
conhecimento sobre g, antes de serem analisados os resultados experimentais.
Zellner (1971) distingue dois tipos de informacgao a priori, uma baseada em
dados passados e outra completamente subjetiva (ndo baseada em dados). Na
presenca de dados experimentais prévios ou quando baseada em fundamentos
tedricos, a priori deve ser obtida de uma maneira cientifica (por formas
funcionais).

A distribuicao a priori tem importancia maior quando a quantidade (n) de
dados experimentais atuais é pequena. Caso contrario a priori tende a ser
dominada (pois recebe menor peso) pela verossimilhanca, ou seja, comn® ¥,
as abordagens freqlientista e Bayesiana sao coincidentes. Em outras palavras,
o peso da verossimilhanca é maior do que o peso da priori, se a variancia dos
dados observados é menor que a variancia da priori. E importante ressaltar,
entretanto, que atribuir probabilidade zero a priori, significa atribuir zero também
a posteriori pois, neste caso, sendo a posteriori = priori X verossimilhanca, nao
ha verossimilhanca que faca a posteriori diferente de zero.

3.4. Priori ndo informativa

Existem situacdes em que o conhecimento sobre determinado fenémeno
é vago ou inexistente. Nestes casos, a distribuicao a priori é dita vaga, difusa
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ou nao informativa, ndo precisa ou de variancia alta, significando que a densidade
a priori reflete ignorancia (Jeffreys, 1961).

Assim, a priori ndo informativa poderia ser representada por f(g)a
constante; -¥ <(<¥ (4)

Uma priori deste tipo poderia ser especificada através de uma distribuicao
com variancia tendendo ao infinito (Gianola & Fernando, 1986) e neste caso,

maior énfase ou peso serdo dados a verossimilhanca (dados experimentais ou
amostrais).

Entretanto, para inferéncia sobre uma variancia S2, prioris da forma
mencionada tornam-se informativas (Jeffreys, 1961) e uma priori nao

. . . 2 1 . 2
informativa poderia ser representada por f(0°) OI?, 0<0° <o,

Para prioris ndo informativas, supuseram-se inicialmente distribuicoes
uniformes como representantes de situacdes onde nao se dispde de informagao
inicial, ou seja, f(q) a constante (q variando na reta), fato que implica em nao
favorecer qualquer valor particular de q (Bayes, 1763).

Gamerman & Migon (1993) apresentam algumas dificuldades inerentes
a esta escolha:

(i) f(g) é imprépria, ou seja, a integral sobre todos os possiveis valores de
g ndo converge: If(@) do - .

(ii) se @=@(0) é transformacdo 1 a 1 (biunivoca) de ( e se ( tem
distribuicao uniforme entao pelo teorema de transformacdes de

do
do

a

de
variaveis, a densidade de f sera: f(@)=f (9((0))‘@

Assim, o raciocinio que conduz a especificacao f(g) a constante, deveria
levar também a f(f ) a constante, o que nao é verdade. O ideal seria estabelecer
uma regra que fosse invariante e que f(f ) ndo fosse imprépria.

Entretanto, o interesse principal reside na distribuicdo a posteriori e como
esta é, em geral, prépria (pois (4) é absorvida na constante de integracao
associada com a posteriori) mesmo quando a priori ndo o é, a eventual
impropriedade das distribuicGes a priori ndo é importante (Gamerman & Migon,
1993). A classe de prioris ndo informativas proposta por Jeffreys (1961) é
invariante, mas eventualmente imprépria.
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3.5. Determinacao subjetiva da priori

Sendo g uma quantidade desconhecida e considerando os seus possiveis
valores, a probabilidade a priori de cada valor possivel de q pode ser avaliada
diretamente através de instrumentos auxiliares (loterias, roletas) quando ¢ for
discreta. No caso de distribuicGes continuas, tém sido sugeridas as abordagens
do histograma, da funcao distribuicao e da verossimilhanca relativa (Gamerman
& Migon, 1993).

3.6. Determinacdo da priori por formas funcionais

De algum conhecimento sobre q pode-se descrever sua densidade por
uma determinada forma funcional, ou eventualmente, pode-se definir uma familia
paramétrica de densidades. Adicionalmente deve-se verificar se a densidade
escolhida estéa representando bem a informacao disponivel. Gamerman & Migon
(1993) citam que, por exemplo, poder-se-iam fazer as seguintes consideracoes
sobre Q:

(i) g se distribui simetricamente em relacdo a moda;

(ii) a densidade de q decai rapidamente quando se afasta da moda,
implicando uma variancia pequena;

(iii) intervalos muito afastados da moda tém probabilidade desprezivel.

Tais consideracOes poderiam caracterizar aproximadamente a familia
da distribuicdo normal com seus hiperparametros, ou seja, parametros que
auxiliam a especificacao da priori.

Uma abordagem sistematica para a determinacao de distribuicoes a priori
pode ser enunciada tal qual o caso das distribuicdes conjugadas. A propriedade
de preservacao da classe de distribuicoes quando a distribuicdo do pardmetro
é atualizada define conjugacao.

No tépico 3.1., enunciou-se que se a distribuicio dos dados é (y|J) ~N(Q,
S?) e a distribuicdo a priori € ~N(u, r?), a distribuicdo a posteriori de ( é
(4] y)~N(m, rlz). Assim, tem-se a priori e a posteriori com distribuicao normal,

ou seja, priori normal conjugada a posteriori normal. Este tipo de priori, segundo
Gamerman & Migon (1993) torna a analise mais tratavel, permitindo explorar
a natureza sequencial do método Bayesiano.

Sendo F :{f (yl6),6 O 6} uma familia de distribuicGes amostrais, uma

classe de distribuicdo Y é conjugada a F se:
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OfO0Fef@) 0w entdo foiv) O W

Quanto a definicao de distribuicdes conjugadas, algumas ressalvas devem
ser feitas (Gamerman & Migon, 1993):

(i) aclasse Y pode ser muito ampla, por exemplo, quando se tem
Y = {todas as distribuicdes} e F qualquer. Neste caso, a definicio
nao tem valor pratico;

(ii) a classe Y pode ser muito restrita, por exemplo, quando Y = {P:
P(Q=0,) = 1}. Isto implica que qualquer amostra nao dara informagéo
alguma, pois tem-se a certeza de que ( = g, e, portanto, esta certeza
serd mantida na posteriori. Assim, a definicado também nao teréa valor
pratico. Dessa forma, recomenda-se entao a atribuicao de probabilidade
positiva a todo e qualquer valor possivel de q por mais improvavel que
ele seja.

Em conclusao, a classe Y deve ser ampla o suficiente para proporcionar
a escolha de uma distribuicao a priori conveniente e, ao mesmo tempo deve
ser restrita o suficiente para que a definicao de distribuicGes conjugadas seja
atil.

Como principais familias conjugadas podem ser citadas:
(i) familia de distribuicdes Beta conjugada a Binomial;
(ii) familia de distribuicées Normais conjugada a Normal;
(iii) familia de distribuicdes Gama conjugada a Poisson;
(iv) familia de distribuic6es Gama conjugada a Exponencial;

(v) Normal-Gama conjugada a Normal.

3.7. Inferéncia Bayesiana, Inferéncia freqlientista e Inferéncia
verossimilhanca

A inferéncia estatistica tem evoluido muito nas dltimas décadas,
principalmente em funcdo do aumento dos recursos computacionais. Desde o
inicio do desenvolvimento da estatistica até recentemente, houve grande
supremacia da inferéncia freqiientista, a qual, em geral, tem sido creditada
como Fisheriana e se apdia, principalmente, na consisténcia assintética através
da qual, um modelo estimado converge para o verdadeiro modelo. A propriedade
de se incorporar a informacgao a priori na analise, sob o enfoque Bayesiano,
sempre gerou muita controvérsia, em determinada fase do desenvolvimento
da estatistica (Efron, 1978; Lindley, 1978; Smith, 1984). Atualmente, este
tipo de discussao parece nao ser mais relevante, com as diferencas entre as
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duas abordagens bem compreendidas e as virtudes de cada uma delas utilizadas
quando mais conveniente (Gamerman, 1996).

Atualmente, uma das marcantes caracteristicas da inferéncia estatistica
moderna é o papel central da funcao de verossimilhanca, a qual foi introduzida
por Fisher (1922). Segundo Lindsey (1999), poucos estatisticos modernos
percebem que Fisher nunca foi um freqlientista para inferéncia (embora ele
tenha geralmente usado uma interpretacao freqlientista de probabilidade), sendo
muito mais préximo aos Bayesianos, tais quais Jeffreys, do que da escola de
Neyman-Pearson (os verdadeiros freqlientistas, que introduziram a teoria dos
testes de hipdteses entre 1936 e 1938). Segundo tal autor, a inferéncia
estatistica no sentido Fisheriano enfatiza a obtencao do maximo de informacao,
dado o conjunto de observacdes, sem incorporacao de conhecimento e
informacao a priori, exceto aquelas necessaérias para a construcao de modelos
(o principio da verossimilhanca baseia-se na suposicao de que o modelo ou a
funcao sao verdadeiros e que somente os valores corretos dos pardmetros
necessitam ser determinados). Portanto, a inferéncia Fisheriana refere-se
essencialmente a inferéncia verossimilhanca.

O uso da funcao de verossimilhanga como um meio direto de fazer
inferéncia, conforme sugerido por Fisher, € um enfoque recente em estatistica
(Edwards, 1972; Bardorff-Nielsen, 1976; Gomes, 1981; Pereira, 1997; Lindsey,
1999), caracterizando a inferéncia verossimilhanca.

O artigo de Pereira (1997) caracteriza muito bem os pontos fortes da
inferéncia verossimilhanca, tais quais: (i) a funcao de verossimilhanca fornece
uma medida exata da incerteza, resumindo toda a informacao que os dados
fornecem sobre um paradmetro desconhecido q; (ii) a verossimilhanca é uma
medida relativa, de forma que nao é possivel obter uma medida de plausibilidade
absoluta e por isto, somente as razoes de verossimilhanca sao relevantes; ({iii)
6'1-6)""n"

y'(n=-y)™
ser utilizada para obtencéao de niveis de significancia aproximados, através dos
testes da razao de verossimilhanca; (iv) existe uma relacao entre a funcao de
verossimilhanca e os métodos convencionais de teoria de grandes amostras,
ou seja, além de fornecer uma medida exata de plausibilidade, a funcao de
verossimilhanca dd uma indicacao de aplicabilidade de resultados assintéticos
em casos particulares; (v) os métodos de verossimilhanca sdo exatos tanto

para pequenas quanto para grandes amostras, ndo dependendo de propriedades
assintéticas das varias distribuicoes amostrais.

a funcdo de verossimilhanca relativa, dada por R ©; y)= pode

Assim, em inferéncia Bayesiana, certos métodos que assumem
distribuicdes a priori ndo informativas, sdao essencialmente de inferéncia
verossimilhanca, tais como o método VEIL (ou da verossimilhanca integrada de
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Gianola & Foulley, 1990) de estimacao de componentes de variadncia, os quais
mantém a propriedade de conduzir a andlise exata de amostra de tamanho
finito.

4. Fundamentos Bayesianos da predicao de valores genéticos

Os fundamentos béasicos da predicdao de valores genéticos sao
essencialmente de natureza Bayesiana, conforme verificado inicialmente por
Robertson (1955) e Dempfle (1977) e mostrado a seguir, considerando a
distribuicao a priori, normal, conjugada a posteriori normal.

Os efeitos genéticos aditivos sao definidos como desvios e uma populacao

de efeitos genéticos apresenta zero como média e g2 como variancia. A
melhor predicao do efeito genético de um individuo sem nenhuma informacao,
tomado aleatoriamente da populacao é a média populacional M) a qual pode ser

tomada como o estimador a priori, cuja variancia é aaz. Tomando uma informacao

y do individuo, um segundo (dado observado) estimador do efeito genético é o
desvio (y-u) fenotipico em relacao a média populacional, o qual possui variancia

o’ = 05 -0? . Estes dois estimadores independentes podem ser combinados

linearmente da melhor maneira possivel, tomando as reciprocas das respectivas
variancias como pesos. Sob o enfoque Bayesiano, a esperanca da distribuicao
a posteriori corresponde a média ponderada pela precisao, das médias da priori
e da verossimilhanca (tépico 3.1.). Assim, tem-se:

. Epstimador‘a priori , estimador inf ormagéoobservadﬁ 1, 1 E:
- 2 2 2 2 2 2
o’-0; &a o’-0}

Ua
0 Y-u 1 1
- HFJ'HH H,?J’HHE h* (y-p),
. 0,70, . 0,0,
como no enfoque freqlientista, onde h? é a herdabilidade. Este é também
(considerando y como a média dos individuos selecionados) o estimador para o
ganho genético para a selecao massal, conforme apresentado e derivado da

mesma forma por Lerner (1958).

No melhoramento, duas fontes independentes de informagcao tém
importante aplicacdo pratica, mesmo quando se tem apenas o estimador a
priori. Por exemplo, quando se deseja selecionar 30 individuos para reproducao,
mas a partir de um teste de apenas 40 individuos tomados aleatoriamente da
populacao. Neste caso, o procedimento mais eficiente é selecionar os 20
melhores (que provavelmente estardo acima da média populacional) identificados
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com base no teste e tomar os outros 10 (nado testados) aleatoriamente da
populacdo. Espera-se que, dentre os 10, em torno de 5 estejam acima da
média populacional. Robertson (1955) demonstrou claramente a utilidade de
duas fontes de informacao independentes para derivar véarias férmulas de
predicao.

5. Estimacdo Bayesiana de indices de selecdo unicaracteristicos

A predicao de valores genéticos de genitores com base em testes de
progénies é derivada a seguir, com base em Gianola & Fernando (1986), visando
elucidar a relacao entre indice de selecao e estimadores Bayesianos.

Considere uma amostra de 5 genitores ndao aparentados, tomados
aleatoriamente de uma populacdo de genitores e suas capacidades de
transmissdo (metade de seus valores genéticos) representados pelo vetor

g =IS,, ..., Sl, distribuidos a priori como N ~ (g, 03). Logicamente, neste

caso, o interesse reside nas inferéncias sobre (], dados os resultados do teste
de progénies. O modelo para a média da progénie do genitor i é:

=u+S+e;i=1..S onde M é uma constante conhecida e
& ~N (0, g?/n) é a média dos residuos associados com as observacdes
da progénie n, do genitor i. Uma vez que Mé assumido como conhecido, pode-
seescrever: W=y, —U=§ +§.
E (W[S)=S eVar (w|s)=0¢/n.

Uma vez que os genitores nao sao aparentados, a densidade a priori é
dada por:

(S 9)*dl

O Gz Tt

A funcdo de verossimilhanca, com Cov (g,§)=0,i# |, é

f(W,..., W] 6) =

> n exp%_ni(Wi_S)zg
I_J 2mo? 0o 207 .
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Com a suposicao de independéncia

f (SwW,...ws) = f (S|w); i1=1...S

A densidade a posteriori da capacidade de transmissao do i-ésimo genitor
é entao:

0 2 2 2 2 O
f (S|W|)a explliEMHx _WiGS+gae/ni§D

2 2
H 2Ho202/n H os+o./n H
Este resultado equivale a uma densidade normal com média:

E (Sw) = w oi+goiin _g (g3) " +w (gi/n)”
VT Totvaling T (@) (@2 n)?

Observa-se que a média a posteriori corresponde a média ponderada da
meédia a priori (g) e da média da amostra (w), com os pesos sendo as reciprocas

de suas variancias.

Denominando a=(g2)™/[(c2)™ +(a?/n)™], tem-se:

E (S|w)=ag+(1-a) w
=g+(l-a)w-g)=g+1-a)(y -u-9),
que é a média condicional de uma distribuicao normal bivariada.
2

o
Sendo (1—=a)=n/(n +O-_e2) ,esendo g = O, neste caso tem-se:
S

E (Sw)= niaz (Y.‘H)ZW(\Z.‘IJ),
n+-—=< '
Os

que equivale ao classico indice de selecao para avaliacao da capacidade de
transmissao de um touro via teste de progénies (Vleck et al., 1987; Vleck,

1993).
6. Relacdo entre BLUP e estimadores Bayesianos

Duas derivacoes da metodologia BLUP sob o enfoque Bayesiano sao
apresentadas a seguir, uma delas com base em Ronningen (1971) e Dempfle
(1977, 1989) e outra com base em Robertson (1955).
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Para ambas as derivacdes tem-se o seguinte modelo e suposicdes,
assumindo G e R conhecidos:

y=Xb+Za+e=Wt+e; W =[X Z]; t=[b al;
E(@=0; E(@)=0; E(y)=Xb;

Var(a) = G; var(le)=R; cov(a,e)=0; var(y)=ZGZ+R.

A primeira derivacao (Dempfle, 1977) usa o teorema de Bayes e assume-
se que adicionalmentet ~ N (r, M); e ~ N (0, R); y ~ N(Xb, WMW' + R),

onde:
Et)=E %%r=%% e vart)=M =§ g%

Dadot,y ~ N(Wt, R), edador, t ~ N(r, M). A verossimilhanca de y
dadoté

L (t; y) = k, expl-ly -Wt)'R" (y - Wt)/2] = f (y|t), e a densidade da
distribuicao a prioride t é
f(t) = k, exp [-(t-r)" M (t - r)/2].
Assim, a distribuicao a posteriori de t é proporcional a
f(t|y) a L(t; y) f(t) ak, exp{-lly - Wt)'R" (y = Wt) + (t —r)’'M" (t-r)]/2}.
Esta equacao pode ser expressa também em termos da densidade
conjunta a posteriori dada por:
f(a, D) a exp {- %2 (y — Xb - za)’ R (y — Xb - Za)}
xexp{-%(b-r)stb-r)}
xexp{-%(a-E(@)) G!(a-E()}
Uma vez que esta distribuicao é simétrica e unimodal (normal), a moda,
a mediana e a média sao idénticas e uma grande classe de funcodes de perda
comum (funcao de perda quadratica, funcao de perda absoluta ou funcao de
perda uniforme) conduz ao mesmo estimador. Determinando a moda, obtém-
se o vetor médio da distribuicdo conjunta a posteriori, por maximizacao e nao

integracao. Diferenciando a expressdo com respeito at (b e a) e igualando a
zero, obtém-se:

M'R_W+ M _1] f =W'Ry+M r, onde t=E [t|y].

Documentos, 46 27



Este sistema € equivalente a:

X'R'X+S*  X'R'Z OEPY)O_Gk'RUy+s*rU
B Z'R™X Z'R'lz+G‘lg%(aly)D BZ'R'y+G™0g (®)
onder, =E(b) e0=E (a).

Tomando a distribuicdo a priori sobre os efeitos fixos como nao
informativa (expressacomo S _, « eentdo S _, Q), tem-se que esta equagéio
resultante eqiiivale as equacdes do modelo misto (EMM):

X'R™X X'R*z D D X'R™yO
%R*x Z'R'Z+G™* DEﬁD %R’l .

A equacéo para f, pode ser derivada também pela maximizacao de f (y,
t) para variacdes em t, sendo o estimador, neste caso, denominado maximo a

posteriori (MAP) (Henderson, 1982a, 1984).

A segunda derivacao baseia-se em Robertson (1955) e fundamenta-se
na combinacao de dois estimadores (fontes de informacao) independentes:

(i) o estimador BLUE ou de minimos quadrados generalizados de t
fl - (\Nn R—lvv)—l WI R—ly e
(ii) o estimador a prioride t
t,=E@t)=r.
Estes estimadores apresentam as matrizes de variancia-covariancia
varf,) = (W'R*W)™* M e var(,) =0,
com variancias do erro de estimacao
varf, -t) = (W'R™“W)™* e varf, -t) =M.
Combinando-se os dois estimadores obtém-se:
i =[var@ —-t)™" +varf, -t) ] H{var(t, -t)™* {, + varf, -t)™" {,} , que eqivale a

WRW+M™] { =W'Ry+M ™r.
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Fazendo as mesmas suposicoes sobre os efeitos fixos, esta expressao
eqliivale as equacdes de modelo misto. As equacdes de modelo misto
apresentadas em (5) sdo denominadas equagoes de modelo misto de Robertson.

7. Relacao entre estimadores de maxima verossimilhanca e
estimadores Bayesianos

Assumindo como uniforme a distribuicao a priori dos pardmetros a serem
estimados e maximizando (obtendo a moda) a distribuicdo a posteriori, o
estimador resultante é equivalente ao de maxima verossimilhanca — ML
(Henderson, 1984; Gianola & Fernando, 1986). De fato maximizando f (a, b)
(tépico anterior) (mas considerando uma priori ndo informativa para b) com
respeito a a e b obtém-se um estimador denominado de méxima verossimilhanca,
por Henderson et al. (1959), embora f(a, b) (t6pico anterior) ndo seja uma
funcao de verossimilhanca e sim uma densidade a posteriori. Mesmo assim,
pode ser obtido a partir das EMM que

E(Bly)=(X'VIX)" X'V?iy=4 e
E(aly)=GzZV™ [y-XB]=4&

f)' é um estimador GLS e também ML de b e 4 é um estimador ML de
E(a¥zb y), eqlivalendo a média da distribuicao condicional na qual b é fixado.

8. Estimacao Bayesiana de indices de selecao multicaracteristicos

Com a técnica dos indices de selecao multicaracteristicos deseja-se
predizer um vetor ndo observavel T = Aq, (denominado agregado genotipico)
em que A e (, referem-se a uma matriz conhecida, contendo os pesos
econdmicos relativos dos diferentes caracteres e um vetor de valores genéticos,
respectivamente.

O vetor de dados é dado por:
y=4d,+Zq, + e, onde:

g, - vetor de constantes especificando a locacdo da distribuicdo marginal
dey

Z — matriz de incidéncia para q,
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Para este modelo tem-se:

0.0 Oooce 0 Gz

0.0 O O

Del] N D’DO R R ondeV = ZGZ' +R e G e R sdo conhecidas.
=Y= B HEG R V

A densidade a posteriori de q, é f(q,|y) a f(y|q,) . f(q,), a qual tem
distribuicdo normal pois f(y|q,) e f(q,) também tem distribuicdo normal. Esta
posteriori equivale a:

f(q,%y) aexp {- % (y-q,-Zq,)" R" (y -q, - Zq,)} x
xexp {- % (q,-0)" G (g, - 0)}, pois E (q,) = O

Uma vez que esta distribuicdo é simétrica e unimodal, a média e a moda
sdo a mesma, de forma que a distribuicao pode ser diferenciada com respeito
a g, e igualada a zero para se obter a média a posteriori. Fazendo-se isto
obtém-se

Z’R'Z + G'Elq,|]y) =[Z'R"(y-q,) +G'0l
Resolvendo-se esta equacéo para E (g, | y) obtém-se
E(g,]y) =(Z’R"Z + G")'[Z'R" (y-q,) +G" O]

que equivale a equacéo para o BLP ou indice de selecédo associado a ¢,. Dessa
forma, necessita-se ainda incluir as informacdes econdmicas para se obter T.

Uma vez que T € linear em q,, a posteriori T € também normal com vetor
médio E(T|y) = AE(q,|y).

Obtém-se, assim, o estimador Bayesiano de T, bastando para isto,
encontrar a média da distribuicdo a posteriori de q,|y e posteriormente
incorporar as informacoes econémicas (A).

9. Estimacdo Bayesiana de componentes de varidncia e relacao
com ML e REML

No contexto dos modelos lineares mistos, os valores genéticos (q,) séo
preditos simultaneamente a estimac&o dos efeitos fixos (d,) e dos componentes
de variancia (q,). Na abordagem Bayesiana, a avaliacéo genética pode ser
obtida, de maneira geral, pela construcao da densidade a posteriori f
(g,, d,, a,|y) e, se necessério, pela integracéo de f (q,, g,, ,|y) emrelacdo a q,
e q,. Estes (g, e g,) sGo denominados pardmetros de “nuissance” e por isso
devem ser integrados fora, exceto g, em alguns casos, onde 0 mesmo constitui-
se em uma parte integrante da funcao de mérito total (neste caso, a funcao de
meérito depende da combinacé&o linear de g, e q,).
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A obtencéo de q, requer a integragédo ou o conhecimento de g, e q,.
Henderson (1973) propés o método BLUP para situagdes em que ¢, € conhecido
e Q,ndo o é. Para situagcdes em que g, ndo é conhecido, este autor sugeriu que
o procedimento de maxima verossimilhanca (ML) propiciaria estimativas
razoaveis. Conforme Gianola & Fernando (1986), argumentos Bayesianos,
que nao requerem normalidade e linearidade permitem validar a intuicao de
Henderson.

A distribuicdo de q,, q,, € d,, dado y é proporcional a

f(a,, d, a;ly)a fly[a, d, a,).f(q, d, q,)

Concentrando o interesse em ¢, (o vetor de valores genéticos), deve-se
integrar q,e q, através de

{019 = [« [, T(6] 6., 6, y) D1(8,.6)y) Ddo, do

Tomando a distribuicdo conjunta a posteriori de forma que a maioria da

densidade esteja na moda (6,, 6,), tem-se:

f6,1y)=1(66,=6, 6,=6,, ).

Usando prioris n&o informativas para g, e q,, tem-se que éz e é3 séo

precisamente estimadores ML de g, e Q,, pois neste caso f(q,, q,ly) a
f(yld,. d,), ou seja a densidade de q, e g, dado y é proporcional a funcéo de
verossimilhanca, de forma que a moda da posteriori conjunta corresponde ao
maximo da funcao de verossimilhanca, produzindo estimadores ML.

Uma abordagem alternativa para inferéncia sobre g, consiste em obter
f@, 6,|y)="1(@, 92|93:é3, y), ondeé3 refere-se &8 moda da

densidade marginal de (,, dado y. Para obtencéo de é3 deve-se integrar (,
em f(0,, 6,]y) a f(y|8,, 6;) e entdo maximizar f(q3|y). Usando-se uma

priori n&o informativa para g,, sob normalidade 6, é um estimador de maxima

verossimilhanca restrita (REML) para (, (Harville, 1977). Assim, se o interesse
reside na inferéncia conjunta para (, e (, basta wusar

f@, 6,ly) =f(6, 62|63=6:3,y) , que sob normalidade é equivalente a

solucéo das equacdes de modelo misto com g, substituido pelas estimativas
REML de g, (desde que se tenha usado prioris ndo informativas para g, e q,).
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Inferéncias sobre componentes de varidncia devem ser baseadas em
f(a,|y) afly|q,) . f(g,), onde g, contém variancias e, portanto, f(q,|y) é definida
na amplitude (O, ¥) para cada um dos elementos de q,, de forma que nunca
surgem problemas de estimativas negativas de componentes de variancia (Box
& Tiao, 1973). f(q,|y) é obtida integrando-se g, em f(q,, g,, g,|y) produzindo
f(g,, 9,]y) e integrando-se q, nesta Ultima. Neste caso, f(q,, q,|y) conduz aos
estimadores ML de g, e g, e f(g,|y) conduz a um estimador REML de q..
Segundo Gianola & Fernando (1986), isto (eliminag&o das influéncias de g, ou
dos efeitos fixos) mostra precisamente porque REML deve ser preferido em
relacao a ML, ou seja, estes argumentos sao mais fortes do que os apresentados
por Patterson & Thompson (1971), que enfatizaram a propriedade de vicio do
ML.

10. Estimadores melhorados para a média de tratamentos

A anélise Bayesiana pode ser Gtil também no contexto da anélise de
experimentos de variados tipos e objetivos na pesquisa agropecudria.

Considerando o delineamento experimental de blocos ao acaso com t
tratamentos, b blocos e n plantas por parcela (plantas obtidas aleatoriamente
de uma populacao), tem-se o modelo matematico:

Y; =+t +b +€, onde onde M t, b, e e, referem-se aos efeitos da
média geral, de tratamentos, de blocos e do residuo, respectivamente. Nas
andlises classicas, os efeitos t, e e podem ser assumidos como aleatérios e b.
como fixo, visto que estas suposicoes nao alteram os resultados da andlise de
variancia e das comparacoes de médias, conforme Steel & Torrie (1980).

Aplicando o mesmo principio (regressao) da predicao de valores genéticos
para a predicao da média de tratamentos, tem-se que a fracao de (\7i_ —\7__)
(efeito de tratamento) que realmente determina a média do tratamento é

R?(Y, -Y), em que:

R*=0?/(c2/b+0?)=1-1/F , onde F ¢ o valor do teste F de Snedecor
da anélise de variancia.

Assim, a determinacdo (R?) associada ao efeito de tratamento
pode ser generalizada para efeitos fixos ou aleatérios de tratamentos,
pois depende apenas de F que é idéntico para ambos os modelos. A
média (valor esperado em uma nova repeticdo do ensaio ou em uma
aplicacao do tratamento ao nivel operacional) verdadeira do tratamento
(M) é, entao, melhor predita, fazendo-se

M=@Q-1F)Y -Y)+Y =@1-1/F) Y_+(/F) Y . Em outras palavras, a
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melhor predicao da média é dada pela fragao (7-7/F) da média aritmética do
tratamento mais a fracéo (7/F) da média geral. Esta expressao para a média,
além de ser mais coerente com a préatica, considera adequadamente a precisao
experimental na estimacao da média de tratamento, pois quanto mais preciso
(> F) o experimento, menor é a correcao (-7/F) aplicada sobre as médias de
tratamento. Neste caso (agora supondo fixos os efeitos de tratamentos), niveis
de significancia diferentes (por exemplo 5% e 1%) conduzirdao a médias
ajustadas diferentes, embora na metodologia convencional conduzissem a
inferéncia e médias idénticas.

Do ponto de vista da estatistica freqlentista, a média amostral € o melhor
estimador nao viciado (BLUE) da média populacional. O estimador apresentado,
que apresenta um regressor (no caso 7-7/F) da média amostral do tratamento
em relacdo a média geral é viciado (Gianola & Fernando, 1986). Entretanto,
existem estimadores e preditores viciados que propiciam menor erro quadratico
médio do que os estimadores BLUE (Henderson, 1984), sendo assim vantajosos
em relacao aos estimadores nao viciados (Efron, 1975).

Os trés principais procedimentos de estimacao caracterizam os
estimadores: melhor estimador linear nao viciado (BLUE); estimador de minimo
erro quadratico médio e estimador Bayesiano. Esses trés estimadores sao
similares e idénticos sob certas circunstancias (Henderson, 1984).

A utilizacao e reconhecimento das vantagens dos estimadores viciados
iniciou-se com o trabalho de Stein (1955) que constituiu um verdadeiro paradoxo
na Estatistica. Stein demonstrou que a média aritmética é estimador nao
admissivel, isto é, que existem estimadores que propiciam menor erro quadratico
médio ou menor risco que a média aritmética. Neste contexto, James & Stein
(1961), apresentaram um estimador melhorado para a média populacional, o

qual é dado por M" =k (Y —-Y )+Y , onde k é um fator regressor da média
amostral de determinado tratamento sobre a média geral. Constata-se assim,

a similaridade entre M e M".

7

O fator k apresentado por James & Stein é dado por

_ (t-3) o’ ] ,
S -Y )2 onde ¢ refere-se ao numero de tratamentos e 0

refere-se a variancia residual. Notando a similaridade entre (t - 3) e 0 nimero
de graus de liberdade (t - 1) para tratamentos, verifica-se também a grande
similaridade entre k e (1 — 1/F). Stein (1955) demonstrou que a média aritmética
é um estimador admissivel apenas quando existem apenas uma ou duas médias
a serem estimadas, de forma que a correcao somente torna-se necessaria
quando trés ou mais tratamentos forem considerados, conforme intuitivamente
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esperado. O estimador melhorado apresentado por James & Stein (1961), ndo
necessita de qualquer suposicao referente aos efeitos fixos ou aleatérios ou
distribuicoes das médias a serem estimadas (Efron & Morris, 1977). Os
estimadores de minimo erro quadratico médio tém recebido mais atencao
recentemente (Bibby & Toutenburg, 1977).

O procedimento de estimacao Bayesiana é mais antigo (1763) do que o
método de Stein e também minimiza o erro quadratico esperado, de forma que
o estimador de James-Stein é muito similar ao estimador de Bayes, tornando-
se idénticos para grande nimero de tratamentos (Efron & Morris, 1977). Em
inferéncia Bayesiana nao existe qualquer distincao entre efeitos fixos ou
aleatédrios, sendo que os parametros a serem estimados sao considerados
variaveis aleatérias (Gianola & Fernando, 1986) que devem ser estimadas
considerando as incertezas associadas a elas. No caso de inferéncias sobre
médias populacionais de tratamentos, sob o enfoque Bayesiano, Box & Tiao
(1973) apresentam como regressor exatamente a quantidade (1 — 1/F).

Com base no exposto, recomenda-se, para inferéncias (com menor risco)
praticas na area de pesquisa agropecudria, a apresentacao das médias de

tratamento como M =(1-1/F) Y +(@/F)Y ,onde F, Y eY referem-se ao

|
valor de F para tratamentos na anélise de variancia, média de tratamentos e
média geral, respectivamente.

11. Problemas da abordagem classica de predicdo de valores
genéticos e vantagens da abordagem Bayesiana

No procedimento de modelos mistos para avaliacdo genética, torna-se
necessaria a especificacao de propriedades das distribuicoes dos vetoresa e g,
principalmente em termos de seus primeiro e segundo momentos. Para
derivacdo do BLUP nao é necessario assumir uma forma de distribuicao,
devendo-se assumir apenas que:

E(a) = O; E(e) = 0; Var(a) =G; Var(e) =R; COV(a, e)=0
Devido a isto tem-se:
E(y) = Xb  Varly) = Z2GZ'+ R=V

Estas pressuposicoes sao validas em auséncia de selecdo. Em presenca
de selecdo, E(a) e COV(a, e) podem ser diferentes de zero bem como G e R
podem ser alteradas em relacao a seus valores originais para uma populacao
nao selecionada e ndo endégama.
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Como propriedades desejaveis do BLUP, podem ser ressaltadas
(Henderson, 1982a; Ronningen & Vleck, 1985):

(i) é um preditor nao viciado

(ii) minimiza a variancia do erro de predicao dentro da classe das predicoes
lineares nao viciadas

(iii) minimiza o quadrado médio dos erros de predicao dentro da classe das
predicdes lineares invariantes a translacao (nao afetadas por mudancas
nos efeitos fixos)

(iv) maximiza a correlacdo entre g e a, dentro da classe das predicdes
lineares nao viciadas.

Assumindo distribuicdo normal multivariada para a e e, propriedades
adicionais interessantes sao asseguradas (Henderson, 1982a).

(i) se os individuos candidatos a selecao apresentam a mesma quantidade
de informacao, a selecdo maximiza a média esperada dos valores
genéticos dos individuos selecionados [E(a|y)]. (E(a|y) foi denominado
“Best Predictor” por Henderson, 1973).

(ii) a é estimador ML de E(aly)

(iii) a é estimador MAP (maximo a posteriori) de a

(iv) f;’ e a sdo estimativas Bayesianas, tomando-se como fungao de perda

os desvios absolutos ou quadraticos e como estimativas a priori E(a) =
0 eVar(b) =S,comS’'® 0.

(v) As solucdes BLUP 3 e &, podem ser usadas em algoritmos eficientes

para estimacao de componentes de varidncia por ML e REML, os quais
permitem ao BLUP, controlar vicios devidos a certos tipos de selecao.

Com relacéo aos efeitos da selecao na predigcao de valores genéticos,
Henderson (1975, 1982b) mostrou (assumindo normalidade) que se os
componentes de variancia da populacéo nao selecionada sdo conhecidos, as
equacoes de modelo misto ignorando a selecado ainda conduzem a predicao
BLUP sob selecao, desde que o critério de selegcao seja fungao linear das
observacoes e de translacao invariante (ou seja, que o critério de selecdo nao
envolva os efeitos fixos). Entretanto, predicdes envolvendo efeitos fixos
baseadas em um modelo que ignora a selegcao, nao sdao BLUP sob selecao. Fries
& Schenckel (1993) abordam com detalhes esta questao.
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Torna-se claro entao, que BLUP sob um modelo de selecao requer, pelo
menos, o conhecimento das varidncias antes da selecdo. Estimativas de
componentes de variancia pelos métodos ML e REML sao livres de algumas
formas de vicio devidos a selecao (Thompson, 1979; 1982; Gianola et al.,
1989).

Assumir distribuicdo normal multivariada de y, a e e, implica assumir
que os caracteres sejam determinados por um infinito nimero de locos nao
ligados de pequenos efeitos aditivos (modelo infinitesimal) (Mrode, 1996). Com
o modelo infinitesimal, alterac6es na varidncia genética devidas a selecao, tais
como desequilibrio gamético (covariancia negativa entre freqiiéncias alélicas
em diferentes locos) ou mudancas devidas a endogamia e deriva genética sao
consideradas nas equacdes de modelo misto através da inclusao da matriz de
parentesco completa (Sorensen & Kennedy, 1983). Alteracdes na variancia
devidas a cruzamentos preferenciais, também sao consideradas da mesma
forma. Considerando o modelo infinitesimal, os componentes de variancia
podem ser estimados de forma nao viciada por REML, desde que os dados
utilizados incluam informacdes sobre as quais a selecao foi baseada.

Dentre as propriedades desejaveis do BLUP, duas estdo associadas a
propriedade “Best”: minimizagcdo do quadrado médio do erro de predicao e
maximizagao da correlacao entre os valores genéticos verdadeiros e os preditos.
A terceira refere-se a propriedade de n&o vicio [E(a|&)=4]. Estas trés
propriedades sao interessantes do ponto de vista estatistico, entretanto, somente
a propriedade de maximizacao da correlacdo entre g e 4 apresenta uma conexao
direta com o problema do melhoramento por selecdo. Uma vez que o objetivo
das funcdes dos dados é ordenar os candidatos a selecao e praticar a selecao
de forma a se maximizar o ganho genético com selecao, as propriedades de
minima variancia e normalidade assintética talvez sejam irrelevantes (Gianola
& Fernando, 1986; Gianola, 1995). Esta assertiva pode ser confirmada
considerando que com dados desbalanceados, independentemente da
distribuicao, o ordenamento dos candidatos com base em E(aly) e a selecao
daqueles com os maiores valores, maximiza a média dos individuos selecionados,
conforme demonstrado por Bulmer (1980); Goffinet (1983) e Fernando & Gianola
(1986).

A seguir serao relatados alguns pontos desfavoraveis da abordagem
classica e vantagens da inferéncia Bayesiana para estimacao. As propriedades
desejaveis dos estimadores pontuais e intervalares na estatistica classica sao
baseadas em hipotéticas repeticoes do experimento em um nimero infinito de
vezes e nao considera apenas os dados disponiveis. Isto significa que, na teoria
de amostragem, g é uma quantidade conhecida fixa e o intervalo de confianca
é aleatério. Assim, sob hipotética repeticao de y, espera-se que o intervalo
contenha g em uma certa proporcao das amostras (repeticoes). Entretanto,
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tendo-se os dados observados (uma repeticao do vetor y), qestara dentro ou
fora do intervalo. Em anélise Bayesiana, inferéncias sao realizadas diretamente
da distribuicdo a posteriori, baseando-se apenas nos dados disponiveis e na
distribuicado a priori. A partir da posteriori, estimativas pontuais podem ser
obtidas para resumir as caracteristicas de tal distribuicao e também estimativas
intervalares e inferéncias probabilisticas podem ser realizadas. Por exemplo,
no caso da selegao de genitores com base em testes de progénies, pode-se
fazer inferéncias probabilisticas sobre a capacidade de transmissao do genitor

_S-ES|w)
i dado w,, fazendo-se Z= ar(s |w) ~N(0)) e computar para quaisquer

valores fixados q, e q,, a probabilidade P{q, <§ <q, |w} =F(z,)-F(z), onde
F é a funcao distribuicdo acumulada da normal padrao.

Os procedimentos freqlientistas de estimacao, ML e REML, apresentam
propriedades desejaveis que sdo bem definidas somente para amostras muito
grandes, ou seja, somente apresentam justificativas assintéticas. Entretanto,
a maioria dos programas de melhoramento de espécies perenes baseia-se em
amostras de tamanho finito (pequeno). O teorema de Bayes propicia solugées
precisas para o problema de amostras de tamanho finito, pois para cada conjunto
de dados, pequeno ou grande, existe uma distribuicdo a posteriori exata para
realizacao de inferéncias. Existe também uma teoria assintética Bayesiana,
de forma que com grandes amostras obtém-se resultados similares aos obtidos
com o método ML ou REML.

Em muitos casos, a distribuicao dos dados (y) ndo depende exclusivamente
do grupo de pardmetros de interesse (q,, por exemplo), mas depende também
de outros parametros incidentais denominados parametros de “nuisance”
(q,, por exemplo). Neste caso, a densidade conjunta a posteriori possui a
formaf(q,,q,|y) a fly|q,,q,) f(g,,q,), ondef(q,, g, éadensidade conjunta
aprioride g, e d,. Uma vez que o interesse concentra-se em inferéncias sobre
g, na auséncia de (Q,, os pardmetros “nuisance” podem ser eliminados
integrando-se a densidade conjunta a posteriori com respeito a ¢,. Assim,
tem-se:

f@1Y)=[r, 6. 6] y)d 6,

=[r, 6] 6, y) £6,.y) db,

onde Rgz indica o espaco de q, (Zellner, 1971).
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Como exemplo considere a questao da predicao do valor genético de um
individuo (g) a partir de uma média fenotipica (y). A priori, ¢ ~N.LL.D. (O, h?),
Elyl) = g e Varlyfg) =1-h? onde h? é a herdabilidade. Neste caso, a densidade
condicional f(g|h? = K, y,) é normal com média E(g|nh* = K, y) = Ky..

Uma vez que existe apenas um dado (ponto), pode-se expressar
f(h2|yi) a f(h?), onde f(h?) e f(h2|yi) sdo as densidades a priori e marginal a
posteriori da herdabilidade, respectivamente. Suponha que a priori h? pode
assumir trés valores (0; 0,10 e 0,20) com probabilidades P[h? = 0] = 0,10;
P[h? = 0,10] = 0,40; P[h? = 0,20] = 0,50. A herdabilidade neste exemplo é
um parametro de “nuisance” uma vez que o interesse reside na inferéncia
marginal sobre o valor genético. Assim, h? deve ser eliminado usando

fO.19)=[x,f@| 6, Y) f&] y) d6, da seguinte forma:

f(q|y,) = f(g,|h* = 0,y)x0,10
+ f(g,|h? = 0,10, y) x 0,40

+ f(g,|h? = 0,20, y) x 0,50
(usando o fato de que a

= 0,10 E(g,|h* =0, y) densidade condicional

+ 0,40 E(g,|h* = 0,10, y) f(6,|h*=K, y)é normal
+ 0,50 E(g, |h? = 0,20, y) com média

= 0114Vi E(91|h2:K, Y,) = Ky,).

O valor 0,14 corresponde a média a priori da distribuicao dos possiveis

valores de herdabilidade. A expressdo f(0,|y)=014 Yy, ilustra que a

herdabilidade foi efetivamente integrada (eliminada), pois esta expressao nao
depende mais de h? (Gianola & Fernando, 1986).

Segundo Box & Tiao (1973) é muito importante examinar cuidadosamente
f(q2|y). Se f(q2|y) é aguda, isto é, quando a maioria da densidade esta préxima

de sua moda (éz, diga-se), entdo f(0,|y)= f(91|92) =é2,y) e a moda ou

estimativas do tipo maxima verossimilhanca (ML é modal pois refere-se a um
ponto de méaximo) podem ser usados como verdadeiros valores de f(q,[d,, y).
Como mostrado, isto é equivalente a realizar inferéncias com base na distribuicao
marginal de g, (valores genéticos) dado y (dados). Quanto as estimativas de
componentes de variancia, Gianola & Foulley (1990) mostraram que estimativas
obtidas por REML sao marginais apenas com respeito aos efeitos fixos mas sao
condicionais a outros parametros “nuisance” do modelo. A anélise Bayesiana
propicia uma marginalizacao adicional que é particularmente interessante para
modelos com grande nimero de componentes de variancia.
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Quanto a questao da predicao de valores genéticos sob modelo de selecao,
em andlise Bayesiana, as inferéncias sobre valores genéticos e parametros
genéticos devem ser realizadas com base na densidade a posteriori construida
como se a selegcao e cruzamentos preferenciais nao tivessem ocorrido. Os
resultados obtidos dessa forma equivalem aos obtidos pela abordagem classica,
assumindo normalidade multivariada e sao vélidos para qualquer distribuicao.
Estes resultados sdao demonstrados a seguir com base em Gianola & Fernando
(1986).

Considere g,, um vetor desconhecido de valores genéticos, e d, (efeitos
fixos) e g, (componentes de variancia), vetores desconhecidos de pardmetros
de “nuisance” e as decisOes de selecao e cruzamento baseadas em dados
disponiveis em vy  (vetor n,x 1). Dependendo dey, dados adicionaisy,
(i=1,...,s) sdo obtidos a partir de decisdes de selecao e cruzamentos baseadas
emy,. Emauséncia de selecdo e cruzamentos preferenciais y,, y,, ..., Y., d,,
g, e g, tém distribuicdo conjunta com densidade f(y,, y,, ..., Y., d,, 0, Q).

A densidade marginal de f(y,, vy, q,, 0,,0,) € obtida apés apropriada
integracéo e as inferéncias devem ser baseadas em f(q,, 9, 9,|y,, y), com
posterior integracéo (eliminacéo) de q, e d,.

Sendo R, a discreta e disjunta particdo do espaco n_-dimensional, a
densidade conjuntadey,, v, d,, d,, d, é definida se yOT R,. Assim, pode-se
escrever:

) = f (Yo, Vi 61, 6, 65)

fly.,v.d., 0., IR
Yor Yir Oyr Gy 5|V ! R, Ply. 0 R]

Usando probabilidade condicional, tem-se que:

o vi¥al R) = By, 0 R]

onde f(y,, y) é a densidade conjunta de y, e y, considerando que a
selecdo nao tenha ocorrido. Combinando estas duas Ultimas expressoes obtém-
se:

f (Yo, 61, 6,, 85)/Ply, O R]
f(Yo,¥))/Ply, O R]

f(0l,, 0, Gglvor v)

f(q’l’ qz' qglyol Vi, yol R|) =
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Este resultado prova que, se as decisbes de selecado e cruzamento forem
baseadas em y e, se y, corresponde aos dados disponiveis para analise, as
inferéncias sobre valores genéticos, efeitos fixos e componentes de variancia
devem ser realizados a partir da densidade a posteriori considerando que a
selecado nao tenha ocorrido, concordando com os resultados de Henderson
(1975, 1982b) e Thompson (1982) que sdo dependentes da suposicao de
normalidade. Assim, a distribuicdo condicional, dado o conjunto completo de
dados, é a mesma distribuicdo em auséncia ou presenca de selecao e
cruzamentos preferenciais e, para obter este resultado, a abordagem Bayesiana
nao assumiu linearidade, normalidade ou invariancia a translacao.

Em resumo, podem-se relatar as principais vantagens dos métodos
Bayesianos, conforme sumarizacao realizada por Resende (1997):

- rotineiramente componentes de varidncia sdo estimados pelo método
REML e utilizados na predicao de valores genéticos e céalculo do ganho
genético. Entretanto, através deste procedimento, a distribuicdo e variancia
dos estimadores nao sao conhecidos e assim questoes referentes a efetividade
da selegcao ndao podem ser respondidas com rigor. O método Bayesiano de
estimacao de componentes de variancia, implementado via simulacao
estocastica como por exemplo através do procedimento denominado
amostragem de Gibbs (GS), propicia uma descricdo mais completa sobre a
confiabilidade dos parametros genéticos do que o método REML. A
abordagem Bayesiana (conhecimento da distribuicdo a posteriori dos
parametros) possibilita a construgcao de intervalos de confiangca (ou de
probabilidade) exatos para as estimativas dos parametros genéticos, estando
a confiabilidade (precisdo) dos parametros associada a quantidade e precisao
das informacodes utilizadas. Dessa forma, o método GS propicia estimativas
mais precisas de componentes de varidncia, pardmetros genéticos, valores
genéticos e ganhos genéticos. O método REML propicia apenas intervalos
de confianca aproximados para os pardmetros genéticos, através do uso de
aproximacdes e suposicoes de normalidade (argumentos assintéticos). De
maneira geral, o método GS apresenta estimativas com menores desvios
padroes que o método REML, especialmente para valores baixos de
herdabilidade. A diferenca de precisao entre os dois métodos reduz-se para
conjuntos de dados extremamente grandes e, neste caso, a tendéncia é
obterem-se resultados similares.

- permite a utilizacdo de informacdes a priori, a eliminacao de pardmetros
de “nuisance”, a integrada estimacao — predicao — decisao e a anélise
exata de amostras de tamanho finito (pois os dados sao fixados na distribuicao
a posteriori). Este Ultimo aspecto é muito importante, especialmente para
programas de melhoramento baseados em pequenos conjuntos de dados
desbalanceados, onde a andlise Bayesiana propicia uma elegante anélise de
amostra finita, a qual nao pode ser obtida pela metodologia padrao de
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modelos mistos. O teorema de Bayes propicia solugdes precisas para o
problema de amostras de tamanho finito, pois para cada conjunto de dados,
pequeno ou grande, existe uma distribuicao a posteriori exata para a realizacao
de inferéncias. Existe também, uma teoria assintética Bayesiana, de forma
que, com grandes amostras obtém-se resultados similares aos obtidos com
o método REML. Quanto aos parametros de “nuisance”, verifica-se que as
estimativas de componentes de variancia obtidas por REML sao marginais
apenas com respeito aos efeitos fixos mas sdo condicionais a outros
parametros “nuisance” do modelo. A analise Bayesiana permite uma
marginalizacao adicional particularmente interessante para modelos com
grande niumero de componentes de variancia.

- a principal caracteristica da andlise Bayesiana refere-se a riqueza da
informacao propiciada por esta abordagem, possibilitando a obtencao de
estimativas pontuais e os intervalos de probabilidade para as distribuicdes a
posteriori dos parametros. Assim, inferéncias sobre parametros genéticos,
valores genéticos e efeito de grupos genéticos podem ser realizados com
seguranca.

- sob modelo de selecao, as inferéncias sobre valores genéticos e parametros
genéticos podem ser realizados com base na densidade a posteriori,
construida como se selecao e cruzamentos preferenciais ndo tivessem
ocorrido, pois a distribuicao destes parametros € a mesma com ou sem
selecao e cruzamentos preferenciais (desde que seja usada a matriz de
parentesco completa e também os dados originais que orientaram as decisoes
de selecao).

- aandlise Bayesiana é capaz de resolver o problema dos valores genéticos
ordenados, os quais apresentam distribuicdo desconhecida e cujas
propriedades da distribuicao normal nao se aplicam.

- aabordagem Bayesiana apresenta, também, vantagens computacionais
pois nao exige solucao para as equacoes de modelo misto e, portanto, pode
ser praticada em microcomputadores exigindo pouca memoéria (similar aos
requerimentos de processos iterativos), embora o tempo de processamento
seja muito maior.

12. Implementacado pratica da analise Bayesiana

Os resultados de interesse gerados pela andlise Bayesiana sao, em geral,
as distribuicdes marginais a posteriori dos parametros genéticos, efeito de grupo
genético e valores genéticos. Assim, inferéncias baseadas na média, mediana,
moda e desvios padrdes destas distribuicdes sao realizadas na pratica.
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O problema basico da implementacao da andlise Bayesiana refere-se a
integracdao numérica. A integracao (no espago do parametro) da funcao
densidade de probabilidade a posteriori, por exemplo:

Elg ©)Y]1=[r 9 (6) p@]y) d6, onde:
g (6) =0, para obtencdo da média a posteriori e

g©)=0-u? u= E(6| Y), para obtencéo da variancia a posteriori ou

risco de Bayes, pode ser realizada através dos métodos (Gamerman, 1997): (/)
analitico para aproximacao de integral; (i/) automaticos ou de quadratura; (/i)
simulacao estocastica para obtencao de distribuicdes a posteriori. Os métodos
analiticos para aproximacao de integrais, tais como a Discrepancia de Kulback
Liebler, a Aproximacao Assintética a Normal e o Método de Laplace sao
funcionais até determinada dimensao do problema e estdo associados a
resultados assintéticos e a normalidade. O método de quadratura é puramente
matematico e vem sendo substituido vantajosamente por métodos
computacionalmente intensivos, os quais sdo essencialmente estatisticos, tais
como os métodos de simulacao estocastica. Dentre os métodos de simulacao
estocatica destacam-se: (/) Monte Carlo; (i/) Monte-Carlo com Funcao de
Importancia; (iii)) Reamostragem ou Bootstrap Bayesiano; (/v) Monte-Carlo —
Cadeias de Markov.

Dentre estas trés grandes classes de algoritmos para aproximar as
integrais, os métodos de Monte-Carlo sao largamente indicados e utilizados
para integracdo multivariada. Os métodos de Monte-Carlo referem-se a
processos de aproximacao de valores esperados (integrais com respeito a uma
distribuicdo de probabilidade) por meio de amostras, podendo ser referidos
também como um caso especial de simulagao de um processo estocastico.

Em genética quantitativa, para implementacao pratica da anélise
Bayesiana, uma das maiores dificuldades técnicas é a marginalizacdao. A
obtencao de distribuic6es marginais por processos analiticos é praticamente
impossivel (Sorensen, 1996). Assim, a obtencao da distribuicao marginal a
posteriori (marginalizacao da distribuicao conjunta a posteriori) tem sido obtida
pelo método da amostragem de Gibbs (GS) através da amostragem e atualizacao
das distribuicoes condicionais.

O método da amostragem de Gibbs pertence a classe de métodos,
denominada Monte-Carlo — Cadeias de Markov, a qual é sustentada em
propriedades das Cadeias de Markov. O nome Gibbs advém da distribuicao de
Gibbs, que é muito utilizada na area de Fisica Estatistica ou Mecanica Estatistica.
O amostrador de Gibbs explorando as distribuicdes condicionais completas
através de algoritmo iterativo foi proposto inicialmente por Geman & Geman
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(1984) para aplicacdes na area de processamento de imagens. Entretanto,
somente em 1990, este trabalho foi divulgado para toda a comunidade da area
de estatistica através de Gelfand & Smith (1990) que publicaram em periédico
da area de estatistica, trabalho comparando o amostrador de Gibbs com outros
processos de simulagao estocastica. A partir de entdo, houve uma revolucao
na inferéncia estatistica com uma impressionante realizagao de trabalhos
baseados nesta técnica (Gamerman, 1996).

Para ilustrar a aplicacao da técnica da amostragem de Gibbs na avaliacao
genética de espécies perenes serd considerado o modelo individual univariado,
conforme Sorensen (1996).

Modelo
y = Xb + Za + e, onde:
y = vetor de dados, de ordem n;

b = vetor de efeitos fixos, de ordem p;

a = vetor de valores genéticos aditivos, de ordem q;

vetor de erros, de ordem n;

e

X, Z = matrizes de incidéncia que associam b e a aos dados (y).

Assume-se inicialmente que a distribuicdo condicional dos dados, b, ae

o? é normal multivariada:

B, a, 0 ~N (XB+Za, | 02), onde | é a matriz identidade e o a
variancia residual.

Assumindo o modelo quantitativo infinitesimal, tem-se que a distribuicao
de a é também normal multivariada:

alA o ~N(O, Ad?), onde A éamatriz de parentesco genético aditivo
e aj é a variancia genética aditiva na populacao base.

Os parédmetros de interesse para inferéncias sdo: 3, a, 0§ e oj . Para

conduzir a andlise Bayesiana torna-se necessario especificar as distribuicdes a
priori para 3, g2 e g? (a distribuigdo de a ja foi especificada).

Como priori para b pode-se assumir p(b) a constante, que especifica
aproximadamente a nocdo de conhecimento a priori vago para b. Esta
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distribuicédo a priori é imprépria, mas pode-se tornar prépria, desde que se
especifiquem os limites superior e inferior para p(b).

As distribuicdes a priori dos componentes de variancia (a(f e 032) poderiam

ser uniforme da forma p (07) a contante, 0 < ¢” < o’ _ (i=¢, a), onde,

! i max

de acordo com o conhecimento acumulado sobre o carater, aiz e seria o valor

méaximo que aiz poderia assumir, a priori. Alternativamente, poderia ser

especificada uma priori mais informativa para os componentes de variancia,
assumindo uma distribuicao qui-quadrado escalonada invertida, da forma:

(@7, S a (67) P ex Tu S0 (i=e a) 5
p (o7, i pw% =& a), onde U sio os graus

de liberdade da distribuicdo qui-quadrado e S,z, o valor inicial da variancia.
Esta distribuicdo reduz-se a uma distribuicdo uniforme imprépria se
v,=-2eS =0

Definidas estas distribuicdes, pode-se agora escrever a distribuicao
conjunta a posteriori dos pardmetros do modelo.

p (B, a 0l ally)a p (B a ol 0 p (B, & 07, 0l)
=p (B) p (o) p (02) p (02) p (B, & 0%, 02), onde

omitiu-se o condicionamento nos hiperpardmetros (parametros que auxiliam na
especificacao da priori) e na conhecida matriz de parentesco A.

Considerando a distribuicao a priori dos componentes de varidncia como
uma qui-quadrado escalonada invertida, tem-se que a distribuicdo conjunta a
posteriori pode ser reescrita:

,""H’e+ |:| — —_ ' _ _ ZD
p (8. & 0%, ofly) a o7 i ey T XETZAVXB 2310, §
O o i

»end O (a'Ata+u, S20
g,02 Dexpr-———10
o 207
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Desejando assumir distribuicao a priori uniforme para aj e aj, basta
fazer v, =-2 e § =0 (i =a, €) na expressdo acima.

Para implementacao do GS, deve-se derivar todas as distribuicdes
condicionais a posteriori a partir da distribuicdo conjunta a posteriori
apresentada acima.

Denominando-se Xf+Za=W6, ondeW =[X Z] e8'=[f" a'], tem-se
que a matriz dos coeficientes das equacdes de modelo misto é dada por

) 0 O
C =W W + S, onde Z‘ %) a—lo.jlo.aZE. A distribuicdo condicional a

posteriori de q é:
6| 02 02 y~N (6, C0?), emqued é dado por C6 =W'y, ou seja, pelas
equacoes de modelo misto.

Para derivar a distribuicdo condicional a posteriori para bi (o i-ésimo
elemento do vetor D) devem-se fazer as particées:

o oo DXXXiX, o Xz o[
0'=(6", 6";); W=WW,); C= %:” Ciﬁi =< X XXy X',z E
ol gzx zx, zz+ At

onde: a =02/0Z, B, é o vetor de efeitos fixos com o i-ésimo elemento

excluido, de ordem p-1, X, € o i-ésimo vetor coluna da matriz X e X, é a matriz
X com X, excluido.

Assim, tem-se: 6, |9_i, o2, a2, y~N (éi ,Clo2), em que é| ¢é dado por
C.6 =W y-C._6.).

Tem-se também:
WL y=X4y (X X) ﬁi =X, y=X'| X, B, —X', Za e finalmente pode-se

escrever a distribuicao condicional a posteriori de bi:

BlB., a 02, o, y~N (B, (X X)"0?),

emque: BAi = (XY Xi)_lxli (y-X,B,-Z28) )
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Para derivar a distribuic&o condicional a posteriori de a,, deve-se proceder
de maneira similar. Assim, tem-se:

DATl 10 %X'X X'z X'Z, E
At=0" Af-’lil- O C=pzX 2z z+Aja Z,Z,+Ala g
\i-i [ gl,i X Zlfi zZ + A—_i,ia ZIfi Z*i + A:ilfiaH

Wi y=2y, (z, z+Aja) & =2, y-Z, XB-(z, Z;+A a) &,
=7, y-z,XB-Ala a,, pois z, Z, =0

Finalmente, a distribuicdo condicional a posteriori de a, é:
ai|B’ a, 05’ 05’ y~N (&,(z,z +A_,ila)_10:) (4)

A obtencao das distribuicGes condicionais a posteriori completas dos
componentes de variancia sera descrita a seguir. Para g2, deve-se tomar da
distribuicdo conjunta a posteriori somente os termos que envolvem U;- Assim:

+U, 1

- + (Y -1 + 2|:|
p @B, a o y)a (@) "2 Texp G AARBYU S, o

2 g?

o O3, §20
=(0,) eXp O—= [, emque
020, O

S?=(a'Ata+u, S2)/0, e, =q+u,

A expressdo de p (U§|ﬁ, a, a2, y) é proporcional a distribuicio qui-
quadrado (C?) escalonada invertida, com U, graus de liberdade e pardmetro de

escala a'AMa+u, S..
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Assim:

2 2 ~ Q2 2
Ga|ﬁ’ a, Ue’ y~Ua Sa XJa (5)
e para amostrar desta distribuicao deve-se inicialmente trabalhar com um qui-

quadrado com U, =q+uU, graus de liberdade, inverter este nimero e

posteriormente multiplica-lo por a' A"a+u, S’.

De maneira similar tem-se para g2

,H%H_E _ _ 1 _ _ 2|:|
P (6. 2. 0%, yya (o) * " exp PHTENTAETEA IS

FPeuafl O-g. 20
=(0) " Texp g >0, onde
020. O

O, =n+u, e § =((y-XB-Za) (y- XB-Za) +0, S)/0,.

A expressdo de p (Uez|ﬁ, a, a2, y) é proporcional 3 distribuicdo qui-
quadrado escalonada invertida, com U, = n+u, graus de liberdade e parametro
de escala (y—-XB-2Za)'(y-XB—-Za)+u, -

Assim, tem-se:

ol|B, a, 0%, y~0, S? Xo (6)

A implementacao da amostragem de Gibbs consiste em amostrar
sucessivamente de (3), (4), (5) e (6).
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Considere o exemplo:

Individuo Bloco Pai Mae Y,
1 1 - - -
2 2 - - -
3 1 1 - Y,
4 2 1 2 Y,
5 1 3 4 Y
6 2 1 4 Y,
7 1 5 6 -

Considerando o modelo individual tem-se 3 =(f,, [3,)' para os blocos 1

e2e a=(a, ...,a,) paraos valores genéticos aditivos dos sete individuos.
Assumindo distribuicdes a priori uniforme para os componentes de variancia,

tais que v, =-2, S* =0, (i =a, €) e valores iniciais 0> =5,0 e 0’ =50, deve-

se trabalhar com as equacdes de modelo misto atualizando o valor a =g?/0?,

a cada iteracdo. A matriz dos coeficientes das equagdes de modelo misto em
funcao de a equivale a:

B 1 B 2 ai a2 aG a'4 aS a6 a'7

B, 200 000 000 000 100 0,00 1,00 000 000 O
B, 00 200 000 000 000 100 0,00 100 000
a, 000 000 23% 050 -0660 -050x 000 -1000 000 O
a, 00 000 050 150 0000 -100x 000z  000a 0,00
C=a 100 000 -066r 000z 1+28%r 050 -100r 00 000
a, 0,00 100 -0500 -1000 050x 1+3000 -100r -100x 0,000 [
a H00 000 000 000 -1000 -100a 1+262 062 -123
a, 000 100 -1000 000 000 -100x 0620 1+2620 -123[]
a, [000 000 000 00 0000 000 -12% -12% 246a [

Os parametros de locagdo séo 8'=(f,, (,, &, ... 8,) e assumindo que

os valores iniciais sdo zero, tem-se 9 =(e pode-se iniciar a amostragem
com uma cadeia de comprimentoigualan (i = 1, ..., n).

A primeira amostragem para B é obtida de (3) ou seja obtém-se

B® de BB, a o}, oi y~N (B..(2*0?). Dados os valores iniciais,
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a média da distribuicdo normal é B, =(Y,+Y,)/2 e a variancia ¢ (2)™0?, ou
seja, b/2.
B por sua vez, é retirado de uma distribuicdo normal com média

~

B, =(Y,+Y;)/2 e variancia 5/2.

a® porsuavez, éretirado de a|B, a,, 02, 07, y~N (&4,(23%)™0?), que
provém de (4), onde § =0/2,33x =0, g?=5ea =1.

al’ é retirado de uma distribuicdo normal N (4,,(150 a)*c?), onde

&, =(0-0500 a)/(1,500), 02 =5 ea =1, onde 0,50 provém de C.

Para o individuo nimero 6, o valor genético na primeira iteracao, aél) , €
retirado de:

N (&, (1+262 a) 0?), onde

Y, - B —(-L00 a a® -1,00 a af +0,62 a a)

o.=5ea=1
1+262 a

a6 =
Para o individuo nimero 7, o valor genético na primeira iteracéo, a§1) .é
retirado de:
N (&,, (246 a)™c?),, onde

5 -0-(-123a al’ -123a af)

. ,02=5ea=1
2,46 a

Tendo-se amostrados todos os parametros de locacdo do modelo, deve-
se computar:

s =(y-XB® -za") (y-Xp? -za")

S =(a®y At a®
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A primeira iteracdao do amostrador é completada, retirando-se os

componentes de variancia, usando SS” e S :

ollB, a, oZ,y~SS’ x2, (7)
o|B, a a,y~SY x5 (8)

A segunda iteracao inicia-se através de atualizacOes das equacoes de

modelo misto com a =0’ /0, onde g? e g? séo os valores amostrados de (7)

e (8) e prossegue com a amostragem de @@ da mesma maneira realizada

para 9@ e com o computo de SS? e S§” da mesma maneira realizada para

SgY e S§”, e assim sucessivamente.

Em termos mais simples, o algoritmo GS pode ser apresentado de forma

resumida:

1.

50

Fornecer os valores iniciais dos parametros de locacao e dispersao do
modelo. Estes valores iniciais podem ser calculados através de
procedimentos padrdes tais como a estimacao de componentes de
variancia por REML ou quadrados minimos. Assumindo a média geral

¥y como Unico efeito fixo, pode-se calcular ¥ como a média aritmética

das observacdes e g = hz(yi - y). Devem ser fornecidos os valores
iniciais para y , a, 02, cZea=02l0’.

Gerar valores para os efeitos fixos. Sendo o Unico efeito fixo, a média
geral, tem-se:

y=y+md o, /(n)"?
Gerar valores para os efeitos aleatorios:

d=a +rnd [(1-r2) o?]"?, onde r, € a acuracia dada por
r. =(@1-PEV./02)"?, onde PEV, € o iésimo elemento da inversa

da matriz dos coeficientes das EMM multiplicado por o?.
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4, Calcular a soma de quadrados do residuo (SSE) e a variancia residual

o?. Assumindo que a distribuicdo a priori para a variancia residual é a

inversa de uma qui-quadrado, tem-se:
SSE=3(y, -y-4)°

, _SSE
O, = X2

5. Gerar um valor para a varidncia dos efeitos aleatérios de valores
genéticos.

aA’a

2 _
g, = 5
Xq

6. Calcular o novo valor do parametro

a=

RS

7. Repetir os passos de (2) a (6) até que se obtenha a convergéncia da

cadeia.

13. Diagndstico de convergéncia

Este tema foi apresentado em detalhes por Gamerman (1996) e aqui
serdo apresentados alguns aspectos praticos principais, com base na referida
literatura.

As cadeias de Markov estao inseridas no contexto da teoria dos processos
estocdsticos, teoria esta, definida como a parte dindmica da teoria de
probabilidades, onde se estuda uma colecao de varidveis aleatérias, com respeito
a sua interdependéncia e comportamento limite. Para a inferéncia Bayesiana,
é de maior relevancia o estudo do comportamento assintético da cadeia, quando
o numero de iteracdes tende a ¥, uma vez que a inferéncia deve ser baseada
na distribuicao (a posteriori) estacionaria, ou seja, em equilibrio.

A medida em que o ntimero de iteracdes aumenta, a cadeia se aproxima
da condicao de equilibrio. Dessa forma, é necessario assumir a convergéncia
em uma determinada iteracao cuja distribuicao esteja préxima da distribuicao
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em equilibrio (atingido teoricamente quando n ® ¥), ou seja, apés um ndmero
suficientemente grande de iteracoes.

A forma bésica de se obter uma amostra de tamanho m da posteriori é
produzir m cadeias independentes (geradas a partir de m valores iniciais
diferentes) e, apds a convergéncia, retirar os valores da ultima iteracao de
cada cadeia. Outra opcao consiste em retirar m amostras da mesma cadeia
apds a convergéncia, visto que se estard amostrando da distribuicao a posteriori
em equilibrio. Neste Ultimo caso, é importante relatar que as amostras sucessivas
nao sao independentes, de forma que torna-se necessario descartar vérias
iteracoes entre cada duas amostras a serem salvas. Como o processo é
Markoviano, a dependéncia diminui com o aumento da distancia entre iteracoes,
obtendo-se, assim, independéncia entre as amostras salvas.

Considerando a segunda opcado, no contexto do diagnéstico da
convergéncia, tornam-se relevantes as quantidades: M = nUmero de iteracoes
pré-convergéncia ou periodo de descarte ou periodo de aquecimento da cadeia;
N = numero de iteracdes apds a convergéncia; K = ndmero de iteragtes
entre amostras sucessivas ou intervalo entre amostras. O tamanho total da
cadeiaédadoporT =M + N.

O valor de K pode ser determinado calculando as autocorrelacdes na
série de valores gerados e verificando a partir de qual ponto pode-se considerar
as autocorrelacoes como nulas. Uma vez que o valor de K é muito menor que
o de M, os métodos baseados em uma Unica cadeia (mais longa) sao preferidos
computacionalmente.

Outra forma de analise de convergéncia refere-se a estimacao do erro
de Monte Carlo, conforme apresentado no tépico 15. Em resumo, para a
aplicacao prética, algumas recomendacoes sdo apresentadas a seguir.

Devido ao fato de que valores aleatérios sao utilizados inicialmente como
realizacdo do conjunto de pardmetros, é necessario um periodo de descarte de
amostras até que as amostras de GS possam ser consideradas como provenientes
da distribuicdo conjunta a posteriori, ou seja da distribuicdo em equilibrio
estacionario. Em geral, tem sido utilizado o esquema tradicional de cadeia
longa (Unica) de Gibbs, onde o processo de reamostragem é continuo. Assim,
de maneira geral, um grande (da ordem de 10.000 a 1.000.000) ndmero de
ciclos tem sido utilizado, sendo descartadas as primeiras amostras (da ordem
de poucos milhares) e amostras de cada parametro sdo salvas a cada pequeno
(da ordem de 50 a 100) nimero de iteragées. O intervalo entre amostras
salvas é necessario como forma de obtencao de amostras independentes, visto
que amostras sucessivas apresentam correlacao serial. O nimero total de
amostras salvas € utilizado para cOmputo das estimativas pontuais e intervalares
de interesse. O software MTGSAM (Tassell & Vleck, 1995) tem sido utilizado
com sucesso para a implementacao da andlise Bayesiana.
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14. Estimacdo Bayesiana via modelos lineares robustos

No tépico 12 foram assumidas verossimilhancas normais para os dados
observados. Entretanto, a distribuicdo Gaussiana usualmente assumida nos
modelos de genética quantitativa nem sempre se ajusta aos dados observados.
Neste caso, a presenca de dados atipicos (outliers) podem distorcer os resultados
e inferéncias obtidos com base na suposicao de normalidade, visto que a
distribuicao normal nao é robusta a observacodes discrepantes, conforme relato
de Rogers & Tukey (1972).

Visando contornar este problema, distribuicdes simétricas de caudas
longas (tais como a t de Student, a Slash e a normal contaminada) tem sido
aplicadas recentemente (Strandén, 1996; Rosa, 1999) visando a estimacao
robusta. Estas distribuicdes mencionadas pertencem ao grupo de distribuicdes
denominado normal/independente. Conforme relatado por Rosa (1999) a
distribuicdo normal/independente pode ser definida como a distribuicdo de um
vetor k dimensional dado pory = m+ e|(w)'?, onde mé o vetor de locacdo de
dimenséo k, w é uma varidvel aleatéria positiva com densidade p(w |v), onde v
€ um parametro de robustez, e € um vetor aleatério k dimensional, normalmente
distribuido com média O e matriz de covariancia & nao singular.

Neste caso, a distribuicao de y, condicional a w, é normal com médiam
e matriz de covariancia a w. A distribuicdo de y é dada por:

POMK S V=[P (yu, 5. W) p Wy dw

Dessa forma, a distribuicdo de w define a distribuicdo de y. As
distribuicdes normal/independente tém algumas propriedades comuns, tais quais
(Lange & Sinsheimer, 1993): (i) sey ~p (yjm &, v), ou seja se y tem distribuicdo
normal/independente, entdo E[y|m &, vl = me Var [ym &, vl = Elw'|v] &,
desde que existam o primeiro e segundo momentos; (ii) p(y|m &, v) é simétrica
e unimodal, de forma que a moda e a mediana sao iguais @ média m

Dentre as distribuicdes robustas mencionadas, a t de Student tem um
Unico parametro de robustez, que sao os graus de liberdade da distribuicao.
Quanto menor o nimero de graus de liberdade, mais pesadas sao as caudas
das distribuicoes t. Na distribuicdo Slash, a robustez também é definida por
um Unico paradmetro. Por outro lado, a distribuicdo normal contaminada
apresenta dois parametros de robustez, sendo que um fornece a proporgao de
contaminantes e o outro define como a variancia das duas (contaminantes e
nao contaminantes) populagdes difere (Rosa, 1999). Verifica-se que estas
distribuicOes robustas sdo modificagOes da distribuicao normal (Gaussiana),
modificacdes estas em funcdo dos parametros de robustez. Assim, a
distribuicao Gaussiana é um caso particular de distribuicao normal/independente
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equivalendo as distribuicoes t e Slash com parametro v infinito ou a distribuicao
normal contaminada quando a propor¢ao de contaminantes € nula.

A implementacao da analise Bayesiana usando distribuicdes normal/
independente ao invés da suposicao Gaussiana pode ser realizada via amostrador
de Gibbs, de maneira similar a descrita no tépico 12.

Em melhoramento animal, a presenca de dados discrepantes pode ser
devida ao tratamento preferencial aos melhores animais, conforme constatado
por Strandén (1996). Neste caso, os modelos robustos tendem a fornecer
resultados mais plausiveis e devem ser adotados.

15. Aplicacdo a dados experimentais

A seguir sao apresentados resultados obtidos por Resende (1999),
relativos a avaliacdo genética de um cardter quantitativo em uma espécie
vegetal perene.

Foram utilizados dados de quatro experimentos (testes de progénies de
irmaos germanos) desbalanceados de Pinus caribaea var. hondurensis com um
total de 89 progénies, sendo 65 diferentes e algumas comuns aos experimentos.
As 65 progénies foram obtidas de 76 genitores e no total foram avaliados
3.886 individuos. Os experimentos foram implantados pela Champion Papel e
Celulose S.A., no municipio de Santana no Estado do Amap4, no delineamento
em blocos casualizados com nove repeticdes e cinco plantas por parcela.
Considerou-se a variavel didmetro avaliada aos nove anos e meio e o modelo
aditivo infinitesimal.

O modelo linear univariado eqiiivale a:
y=Xb +za+Wc +e, em que:

y, b, a, c e e = vetores de dados, de efeitos fixos (blocos), de valores
genéticos, de efeitos de ambiente comum (parcela) e erros aleatérios,

respectivamente.
X, Z e W = matrizes de incidéncia para b, a e c, respectivamente.

As seguintes distribuicdes foram assumidas:
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y|[§, a, ¢, 02 ~N (XB+Za+Wg lo?)
a|A, g?~N (0, Ad?)

c|a§~ N (0, | d?)

e|a§~N 0, 1 0?)

COV(a, c')=0; COV(a, €)=0; COV(c, €)=0, emque:

A = matriz de parentesco genético aditivo.

| = matriz identidade de ordem apropriada.

o2, o’ e g? = variancias genética aditiva, de ambiente comum da parcela e
residual, respectivamente.

Sob este modelo, a herdabilidade (h?) e a correlacao devida ao ambiente
comum da parcela (c?) sdo, respectivamente:

2 2
2 — aa . CZ= O-c
o, +o;+o; o;+octo;

A andlise Bayesiana deste modelo linear mais geral (incluindo o efeito de
parcela) é apresentada a seguir:

Distribuicdo conjunta a posteriori dos parametros do modelo

p (B, a c oz 0l oly)ap(B ac o al ol) p (B a ¢ og, 0l 0;)

=p (B) p (dol) p (g

B.a, c o, a2, ol)

o?) p () p (62) p (@2)ply,

Assumindo a distribuicao a priori dos componentes da varidncia como
uma qui-quadrado escalonada invertida, tem-se que:
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Distribuicdo conjunta a posteriori

p (B a c 02 02 aly)a otz extlly-XB-za-Woy(y- X8 -Za-Woru, S

eud O (a'Aa+u, S20
;02 Dexpr——m—m5—"r
0 20,

;e O (c'c+u, S20
o; 02 Uexpr——( 5 —
0 20;

Incorporando na matriz C (item 12) as submatrizes relacionando W com
Z e X, obtém-se as distribuicées condicionais a posteriori para cada parametro:

Distribuicéo condicional a posteriori de b,

BlB.. a ¢ af, ol ol y=N (B.(X X)),
emque: f”i = (X Xi)_lxli (y-X, B -Za-Wq)

Distribuicéo condicional a posteriori de a,

a1'|ﬁ’a—i1 ¢, 0., 0 02, y~N(&,(2Z +A|j1ia)_10:)

Distribuicéo condicional a posteriori de c,

c|B.a, ;. 02, 0% 02 y~N E.WW +a*)o?)

Distribuicio condicional a posteriori de g’

2 2 2 ~ a2 .2
oilB, a ¢ oZ, a;, y~0,S! Xx;
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2
c

Distribuicdo condicional a posteriori de o

2 2 2 ~ Q2 .2
UC|B’ a, G Ua’ Ue’ y~UC Sc XJC

2

Distribuicdo condicional a posteriori de o

2
~ o
2 2 2 -7 Q2 2 a* =—% . A
Ue|ﬁ, a ¢ 0, 0, Yy~U, S X; emaque g2 €0s demais paréametros

Cc

sao definidos analogamente ao item 12.

Além das distribuic6es assumidas para os efeitos aleatérios no modelo
linear freqlientista e para a verossimilhanca do vetor de observacoes, a
abordagem Bayesiana requer atribuicoes para as distribuices a priori dos efeitos
fixos e componentes de variancia. Uma distribuicao a priori ndo informativa ou
uniforme foi atribuida a b, refletindo conhecimento a priori vago sobre os efeitos
fixos, de forma que p(b)aK (constante). Para os componentes de variancia,

distribuicdes C? inversas foram assumidas como priori, conforme especificado

no tépico anterior. Considerou-se adicionalmente U, = -2 e S* = 0, de forma
que a distribuicado se tornasse uniforme, e, portanto, nao informativa.

Para a inferéncia Bayesiana sobre os parametros de interesse empregou-
se a técnica da amostragem de Gibbs. O principal aspecto deste procedimento
refere-se ao fato das inferéncias basearem-se na distribuicdo marginal a
posteriori dos pardmetros, sendo que a marginalizacao da distribuicdo conjunta
a posteriori é obtida via o amostrador de Gibbs, através de amostragens e
atualizacdes das distribuicdes condicionais. Em resumo, a abordagem Bayesiana
baseia-se na construcao da distribuicao marginal a posteriori de um parametro
de interesse, tratando-o como uma variavel aleatéria e aplicando calculo de
probabilidades. Este procedimento implica problemas multidimensionais, uma
vez que todos os outros parémetros do modelo devem ser integrados (eliminados),
fato que raramente é possivel usando os métodos numéricos padrées. O
procedimento iterativo da amostragem de Gibbs refere-se a uma técnica de
integracao estocastica que cria uma cadeia de Markov, que é uma distribuicao
(conjunta a posteriori) estacionaria associada a distribuicao a posteriori de
interesse. Tomando-se amostras, iterativamente, das distribuicdes condicionais
a posteriori, com continua atualizagao, obtém-se a distribuicdo conjunta a
posteriori em equilibrio e, apés um ntmero de iteragoes suficientemente grande,
a ultima amostra desta seqliéncia e qualquer amostra subseqiiente é uma
amostra da distribuicdo conjunta a posteriori. Este resultado implica que cada

Documentos, 46 57



coordenada do vetor de amostras retiradas, 9" =[" a" ¢" as(”) o2 a':(")] ,é

Cc

uma amostra da distribuicdo marginal a posteriori apropriada.

Para a andlise Bayesiana empregou-se o software MTGSAM (Tassell &
Vleck, 1995) e para a andlise classica empregou-se o software MTDFREML
(Boldman et al., 1995). Foram avaliados varios tamanhos de cadeia de Markov
e intervalos entre amostragens.

Para anélise de convergéncia do processo de estimacao foram
consideradas cadeias de tamanhos 10.000, 15.000 e 20.000 ciclos, intervalos
de 50 e 100 entre amostras dos parametros de interesse e periodo de descarte
de 2.000 ciclos. Alguns resultados referentes aos parametros genéticos sao
apresentados na Tabela 1.

Tabela 1. Resultados comparativos entre algumas estratégias de amostragem
de Gibbs, empregadas para estimacao (médias) dos parametros
genéticos herdabilidade (h?) e correlacdo de ambiente comum (c2).

Tamanho da cadeia Intervalo entre amostras h? c?
10.000 100 0,34 0,032
20.000 100 0,34 0,032
15.000 50 0,38 0,029
20.000 50 0,36 0,030

Os resultados apresentados na Tabela 1, juntamente com outros nao
apresentados, permitiram concluir que a convergéncia do processo de
amostragem ocorreu com intervalos de 100 entre amostras e com tamanho de
cadeia de 10.000 ciclos (visto que a cadeia de 10.000 ciclos encontra-se dentro
da cadeia de 20.000 ciclos e que ambas conduziram a resultados idénticos).

Outra forma de analise de convergéncia refere-se a estimacao do erro
de Monte Carlo, que é uma estatistica associada ao erro de estimagao de
determinado parametro devido ao nimero de amostras utilizadas na cadeia de
Gibbs, sendo que este erro é inversamente proporcional ao tamanho da cadeia
(Tassel & Vleck, 1996). Este erro pode ser calculado através da variancia dos
pardmetros amostrados sucessivamente a cada intervalo dividida pelo nimero
de amostras salvas, sendo que a raiz quadrada deste erro fornece uma
aproximacao para o desvio padrao do erro associado ao comprimento da cadeia.
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Considerando a cadeia de tamanho 20.000 e intervalo de 100 entre amostras,
o desvio padrao do erro associado ao tamanho da cadeia foi de 0,0004 para a
herdabilidade (Tabela 2), resultado que revela que os 18.000 ciclos, apds o
periodo de descarte, foram suficientes para obtencao de precisas estimativas
das médias a posteriori. Dessa forma, optou-se por apresentar os resultados
referentes ao tamanho de cadeia de 20.000 ciclos e com amostras salvas a
cada 100 ciclos. O tempo de processamento para esta andlise foi de cerca de
10 horas em um computador Pentium 100 Mhz, com 16 MB de memoéria.

Na Tabela 2 sdo apresentadas as estimativas de pardmetros genéticos
pelos procedimentos REML e GS.

Tabela 2. Estimativas descritivas das distribuicdes marginais a posteriori da
herdabilidade (h?), correlacdo devida ao ambiente comum (c?) e

variancia fenotipica (05) obtidas pelo procedimento da amostragem

de Gibbs (GS), bem como estimativas destes parametros obtidas
pelo método da maxima verossimilhanca restrita (REML). Carater
didmetro em Pinus caribaea var. hondurensis.

Para- GS REML
metro
Média + s* Moda Mediana s** Intervalo de Estimativa
Confianca (95%)
h? 0,34 + 0,005 0,34 0,34 0,0004 0,33—0,35 0,32 + 0,06
c? 0,032 + 0,003 0,032 0,032 0,0002 0,026—0,038 0,031 + 0,01
o) 82441 + 0,02 - - - - 8,0624

s* = desvio padrdo; s*' = desvio padrdo Monte Carlo.

Os resultados pontuais obtidos pelas abordagens freqlientista e Bayesiana
foram similares (Tabela 2), conforme esperado. Uma vez que foram utilizadas
distribuicdes a priori nao informativas na andlise Bayesiana, as modas das
distribuicOes marginais a posteriori dos parametros genéticos foram similares
as correspondentes estimativas REML. Do ponto de vista Bayesiano, as
estimativas obtidas por REML correspondem as modas das distribuicées conjuntas
a posteriori dos componentes de variancia, dada a utilizacao de prioris uniformes
para os efeitos fixos e componentes de varidncia. A técnica GS possibilitou
estimativas de componentes de varidncia pelo método VEIL (ou da
verossimilhanca integrada) apresentado por Gianola & Foulley (1990).

A grande vantagem da andlise Bayesiana, neste caso, refere-se a
obtencao dos desvios padrées e intervalos de confiangca exatos para os
parametros genéticos e valores genéticos preditos. Verificou-se que a técnica
GS propiciou estimativas muito mais precisas que aquelas obtidas por REML.
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Estimativas com precisdes similares empregando o procedimento GS foram
obtidas por Varona et al. (1994), para caracteres quantitativos em gado de
leite e por Soria et al. (1998) em Eucalyptus globulus. Na Tabela 3 sao
apresentados os valores genéticos preditos dos melhores genitores, obtidos
pelos procedimentos GS e BLUP, bem como os ganhos genéticos associados.

Tabela 3. Estimativas descritivas das distribuicdes marginais a posteriori dos
valores genéticos preditos dos 10 melhores genitores, obtidos pelo
procedimento da amostragem de Gibbs (GS), bem como valores
genéticos preditos pelo procedimento BLUP. Carater didmetro em
Pinus caribaea var. hondurensis.

Genitor Média + Desvio Ordem BLUP + SEP* Acuréacia Ordem (BLUP)
Padréao (GS) (BLUP)

130 2,70 + 0,03 1 2,61 + 0,80 0,86 1

49 2,23 + 0,07 2 2,15 + 0,94 0,81 3
104 2,19 + 0,06 3 2,26 + 0,86 0,84 2

73 2,07 + 0,07 4 1,96 + 0,99 0,78 5
114 2,03 + 0,09 5 1,96 + 1,06 0,75 6

56 1,99 + 0,07 6 1,89 + 0,96 0,80 7
100 1,97 + 0,03 7 1,97 + 0,78 0,87 4

92 1,90 + 0,03 8 1,82 + 0,79 0,87 8

76 1,80 + 0,05 9 1,81 + 0,96 0,80 9
125 1,79 + 0,03 10 1,69 + 0,65 0,91 10

GS BLUP

Ganho 2,066 + 0,04 (1,99 — 2,14)** 2,011 + 0,28 (1,46 - 2,66)***

genético (cm)

Ganho 13,93 + 0,27 (13,40 — 14,46)** 13,56 + 1,88 (9,88 - 17,24)***
genético (%)

* desvio padrdo do erro de predigcao.
** intervalo com 95% de confianca (probabilidade).
*** célculo considerando uma acuracia média de 0,88.

As diferencas observadas nos valores genéticos preditos pelos
procedimentos GS e BLUP/REML foram pequenas, conduzindo a uma ligeira
alteracao na ordem dos melhores pelos dois procedimentos (Tabela 3). Do
ponto de vista Bayesiano, uma vez que nenhuma distingao existe entre efeitos
fixos e aleatérios, as solucdes das equacdes de modelo misto do BLUP
correspondem as médias das distribuicGes marginais a posteriori dos parametros
de locacao (efeitos fixos e aleatérios), dados os componentes de variancia, ou
parametros de dispersdao. As condi¢cbes para que haja esta correspondéncia
entre BLUP e GS para os parametros de locagao sao: atribuicao de prioris
uniformes (ndo informativas) para os efeitos fixos, prioris normais para os efeitos
aleatérios e verossimilhangca normal para o vetor de observacoes. Estas
premissas foram atendidas neste trabalho, fato que explica os resultados obtidos.

Segundo Wang et al. (1994), uma deficiéncia do procedimento BLUP/
REML é que os erros de estimacado dos componentes de dispersao nao sao
considerados por ocasidao da predicao de valores genéticos. A abordagem
Bayesiana e a teoria de probabilidade a ela associada imp6em que as inferéncias
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devem ser baseadas nas distribuicdes marginais a posteriori dos parametros de
interesse, de forma que toda a incerteza sobre os pardmetros é considerada
completamente. Isto é conseguido a partir da distribuicdo conjunta a posteriori
de todos os parametros. Desta distribuicao, a distribuicdo marginal a posteriori
do valor genético de um individuo é obtida por sucessivas integracdes
(eliminacoes) de todos os pardmetros de “nuissance” do modelo, tais como
efeitos fixos, outros efeitos aleatérios (ambiente comum) e componentes de
variancia e parametros associados (h? e ¢c2 no caso).

O aspecto ressaltado por Wang et al. (1994) é muito relevante
considerando, principalmente, que para que as propriedades desejaveis do BLUP
sejam asseguradas, é necessario o conhecimento exato dos componentes de
variancia. Dessa forma, a andlise Bayesiana, que permite estimativas quase
exatas dos componentes de variancia, tende a conduzir também a uma maior
aproximacao entre ganhos genéticos preditos e realizados com selecado. Este
ultimo aspecto pode, em parte, ser visualizado através dos desvios padroes
dos ganhos genéticos apresentados na Tabela 3, sendo que o procedimento GS
propiciou uma inferéncia muito mais segura (menor desvio padrao ou risco)
sobre o ganho genético a ser capitalizado com a selecao dos 10 melhores
genitores.

Os parametros genéticos iniciais utilizados foram obtidos pelo
procedimento REML e as distribuicées a priori foram tomadas como nao
informativas. Se as distribuicGes a priori para estes parametros fossem tomadas
como informativas, menores desvios padroes para os parametros seriam obtidos.
Quanto as estimativas pontuais (médias a posteriori), tem sido verificado que
os valores obtidos sao similares quando se consideram prioris muito informativas
e nao informativas (Tassell & Vleck, 1996).

As seguintes conclusdes podem ser relatadas: (i) a anélise Bayesiana
propicia resultados adicionais aqueles obtidos pela abordagem freqiientista,
destacando-se os intervalos de confianca Bayesianos para as estimativas de
parametros genéticos, valores genéticos e ganhos genéticos; (ii) as estimativas
dos pardmetros genéticos, valores genéticos e ganhos genéticos pelo
procedimento da amostragem de Gibbs tendem a ser mais precisas do que pelo
procedimento REML/BLUP; (iii) a andlise Bayesiana é uma técnica elegante e
flexivel que permite a simultanea estimacao dos parametros genéticos, efeitos
fixos e valores genéticos de maneira precisa, mesmo para amostras de tamanho
finito.

E importante relatar que o uso da abordagem Bayesiana em genética
quantitativa ndo se restringe aos modelos lineares Gaussianos mas, engloba
também os modelos lineares generalizados (Tempelman, 1998), os modelos
nao lineares e os modelos robustos (Gianola, 2000). De maneira geral, além da
riqueza de informacdes propiciada, a anéalise Bayesiana oferece maior
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flexibilidade quanto aos modelos de anélise, visto que permite o ajuste de
modelos de grande complexidade.
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