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Apresentacao

O dimensionamento otimizado de sistemas de irrigacdo e seu manejo passam,
necessariamente, por decisfes que dependem nado s6 de conhecimento sobre as
relagbes entre a uniformidade de distribuicdo da 4gua e sua consequente
eficiéncia de aplicagdo, mas também dos critérios operacionais adotados no
manejo da irrigagcdo. Essas rela¢des que formam o conjunto de medidas
essenciais para avaliagao do sistema de irrigacdo precisam ser bem definidas em
cada &rea irrigada e transformadas em indicadores de f4cil utilizacdo pelo
produtor irrigante.

Este trabalho, aparentemente complexo, oferece excelente alternativa de
modelagem da distribuicdo da agua aplicada pela irrigacdo, apresentada de forma
elucidativa para ser utilizada por técnicos e estudantes interessados na avaliagdo
de desempenho de sistemas de cultivos irrigados.

A grande vantagem desse novo modelo matematico reside no seu potencial de
ajuste aos mais variados casos de distribuicdo de agua de irrigagdo, normalmente
encontrados. Sua aplicacdo é detalhada e exemplificada de modo a prover o
leitor de um entendimento completo sobre sua utilizagdo no levantamento dos
principais pard@metros necessarios para avaliagdo de desempenho de sistemas
irrigados e suas conseqliéncias sobre o manejo de 4gua adotado.

Carlos Magno Campos da Rocha
Chefe-Geral da Embrapa Cerrados
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Modelo Matematico para
Avaliacado de Desempenho
de Sistemas de Irrigacao

Euzebio Medrado da Silva
Juscelino Antonio de Azevedo
Jorge Enoch Furquim Werneck Lima

Introducéo

O desempenho de qualquer método de irrigacdo pode ser medido, utilizando
parametros de uniformidade e de eficiéncia da agua aplicada pelo sistema de
irrigacdo. Segundo Hart et al. (1979), ao se desconsiderar as perdas por
escoamento superficial na area irrigada e as perdas por conducao no trajeto entre
0 ponto de captacgéo e a area de cultivo, é possivel, entdo, no que se refere a
parcela irrigada, estabelecer o nivel de desempenho da irrigacdo, usando apenas
dois indices de eficiéncia e um de uniformidade. O indice de uniformidade indica
o desempenho da irrigagcdo na tarefa de distribuicdo da dgua na area cultivada.
Os dois indices de eficiéncia indicam o grau de desempenho da irrigagdo em
relagdo ao cumprimento das metas de manejo previamente estabelecidas no que
diz respeito ao percentual da &rea a ser adequadamente irrigada e a eficiéncia de

aplicacao desejada.

E importante destacar que nos sistemas de irrigacdo pressurizados, a distribuicdo
da agua é basicamente controlada pelos emissores e, portanto, o resultado
depende, primordialmente, das relagdes hidraulicas adotadas no

dimensionamento da rede de tubulagdes. Nos sistemas de irrigagdo por asperséo,


dilmene
Hart et al. (1979),
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o vento é, também, fator determinante da distribuicdo de dgua na &rea irrigada.
Nos sistemas de irrigacao por superficie o solo com suas caracteristicas de
infiltragdo determina o padrdo de distribuicdo da agua no perfil do solo.
Independentemente do caso, as variagdes impostas ao perfil de distribuicdo da
agua de irrigagdo podem ser levantadas e utilizadas para averiguar o padrao de

uniformidade do sistema e determinar sua eficiéncia de aplicagéo.

E sabido que os indicadores de desempenho da irrigacdo podem ser obtidos
diretamente dos dados coletados, entretanto, a analise é mais robusta e completa
guando sao utilizados modelos ajustados aos valores pontuais observados.
Nesse sentido, varios modelos de distribui¢do estatistica (uniforme, normal,
lognormal, potencial, beta e gama) tém sido propostos para representar a
distribuicdo da agua aplicada por varios tipos de sistemas de irrigacdo. Hart &
Reynolds (1965) empregaram a distribuicdo normal na avaliacdo de desempenho
da irrigacdo por asperséo, enquanto que Karmeli (1978) desenvolveu um modelo
potencial para representar a distribui¢do da dgua infiltrada na irrigacédo por
superficie. O modelo de distribuicdo estatistica Beta foi reconhecido por Elliot et
al. (1980) como sendo bastante flexivel para representar uma grande variedade
de perfis de distribuicdo de agua da irrigacdo por aspersao; ja Chaudry (1978)
utilizou a funcdo Gama para representar uma variedade de perfis assimétricos de
distribuicdo de dgua em sistemas de irrigagdo. Na irrigagcdo por sulcos, Silva &
Hart (1992) propuseram um modelo potencial alternativo ao de Karmeli (1978)

para ser aplicado aos casos em que parte da area entre sulcos permanece,

efetivamente, sem receber dgua da irrigagéo.

Este documento tem por objetivos: (a) apresentar um novo modelo mateméatico
para representar a distribuicdo da agua aplicada por sistemas de irrigagdo; (b)
propor um fator de adequacéo da irrigagédo para o ajuste da lamina liquida de
agua do cultivo, considerando uma meta, previamente estabelecida, de area a ser

adequadamente irrigada.
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Modelagem da Distribuicdo da
Agua Aplicada

Na avaliagdo de qualquer sistema de irrigagcdo, cada lamina de dgua ou vazdo
medida é tomada como sendo representativa de uma fracdo da area irrigada e o
conjunto de medidas levantadas representa a area total avaliada. Por melhor que
seja o sistema de irrigacao, seu padrdo de distribuicdo de dgua na area irrigada
jamais sera plenamente uniforme. Essa variabilidade pode ser representada na
forma de um perfil de distribuicdo de agua, em relacdo a cada fragdo de area
amostrada. Para fins de modelagem dessa distribuicdo, € necessario ordenar,
normalmente de forma decrescente, os valores medidos e associa-los as suas

respectivas fragdes de area acumulada, ignorando sua localizag&o original.

Por exemplo, no caso da avaliagdo de um sistema de irrigacéo localizada, a
metodologia preconizada por Merriam & Keller (1978) considera como
representativo de uma unidade de irrigagdo o conjunto de observagdes formado
pela coleta de agua em apenas 16 pontos da area avaliada. Neste caso, cada
valor coletado representara 1/16 avos da unidade de irrigagdo avaliada. O
conjunto de dados obtidos pode ser organizado, associando o maior valor
observado a fragcdo de area correspondente a 1/16 avos, o segundo maior valor
a 2/16 avos e, assim, sucessivamente, até associar o ultimo valor com a
unidade. Neste exemplo, as observagdes serdo igualmente espagadas ao longo
do perfil de distribui¢cdo por representarem fracdes de areas iguais.

Essa igualdade nas fragBes de area representativas das laminas ou vazdes
coletadas é alternativa mais comumente encontrada. Entretanto, no caso do perfil
de distribuicdo de &gua, decorrente da avaliagdo do piv6-central, o processo de
coleta de 4gua (Hahn & Rosentreter, 1989) é feito com coletores dispostos
radialmente e espagados uniformemente, a partir do ponto pivd, determina,
assim, fragOes de areas desiguais, representativas de cada valor coletado. Esse é
o caso ilustrado na Figura 1, onde depois do ordenamento decrescente das
observacgdes, a localizagdo dos pontos observados ao longo do perfil de
distribuicdo de agua fica irregular.


dilmene
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Figura 1. Laminas de agua aplicada, por um pivO-central, e ordenada de forma
decrescente, em funcdo da fracdo acumulada de area irrigada, considerando suas
devidas ponderagdes.

E importante destacar que, na implementacéo dessa modelagem, a lamina média
aplicada (Figura 1) deve ser considerada como sendo igual ao requerimento de
agua da cultura, ou seja, igual a lamina liquida de irrigacdo. Em qualquer evento
de aplicacdo de agua, esse valor deve ser visto como a meta de irrigagcéo a ser
alcancada. No caso do pivb-central, ele é obtido regulando a velocidade de
deslocamento do equipamento e, no caso de sistemas de irrigacdo estacionarios,
a exemplo da irrigacdo localizada, essa meta é alcangada estabelecendo-se o
tempo de aplicagcdo necessério para aplicar a lamina de dgua ou vazéo desejada.
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Nessa analise, considera-se, ainda, que o perfil de distribuicdo de agua é
caracteristico do sistema de irriga¢éo e invariante no tempo e, portanto,
independente da magnitude da lamina aplicada, conforme relataram Folegatti

et al. (1998).

Observando o tracado do perfil de distribuicdo apresentado, verifica-se que ele
determina, em relacdo a média de dgua aplicada, uma &rea em excesso e outra
em deficiéncia. A porcéo do perfil, contido na regido em excesso, deve ser
interpretado como uma irrigacé@o que satisfez a meta estabelecida (média
aplicada), definindo, portanto, a area adequadamente irrigada, enquanto, o
restante do perfil, determina a regido com irrigacao deficiente.

Definicdo do Modelo Proposto
O modelo matematico proposto para o ajuste das laminas de agua ordenadas de
forma decrescente tem a seguinte formulagéo:

2 = Xmln + (Xmax - Xmln)(l_ an)m (1)

onde a: area relativa acumulada (adimensional); X : lamina de agua ou vazéo
aplicada em fungéo da &rea relativa acumulada; X, € X, : parametros
ajustados correspondentes, respectivamente, a Idmina ou as vazées minima e
méxima da agua aplicada; m e n: parametros adimensionais de ajuste. A linha
cheia, ajustada aos pontos observados da Figura 1, ilustra um exemplo de
aplicacdo do modelo proposto.

Para facilitar o processo de deducéo das férmulas necessarias ao célculo dos
indicadores de desempenho da irrigacéo, a varidvel X do modelo proposto

(Equagéo 1) serd reduzida a uma forma adimensional, utilizando a seguinte
definicéo:

X-X

— min

B Xmax - Xmin (2)

onde x : lamina ou vazao reduzida, variando no intervalo de O a 1.

13
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Utilizando essa definicdo (Equacédo 2), o modelo proposto (Equacéo 1) fica
reduzido a seguinte expressao:

x=(1-a")" (3)

Ajuste dos Parametros do Modelo

Uma vez ordenado os valores de lamina ou vazao de agua aplicada do sistema
de irrigacdo, em funcgéo dos seus respectivos valores de fracdo de area
acumulada, o modelo proposto deve ser, entdo, ajustado aos dados observados
para obtencgéo dos parametros representativos. Como o modelo proposto
(Equagéo 1) é ndo linear, o procedimento de ajuste para determinagéo seus
parametros (X . , X m e n) é iterativo, ou seja, partindo-se de uma
estimativa inicial, o processo de célculo devera, em cada itera¢do, melhorar essas
estimativas, até encontrar um conjunto de pardmetros que resultem na menor
soma de quadrados entre os valores observados e calculados pelo modelo. Isso
significa que o procedimento adotado deve minimizar a seguinte funcdo-objetivo:

max ?

N o \2
SQ=é.(xi_ xi) (4)
i=1

onde: SQ: soma de quadrados de erros entre os valores observados e
calculados; j: numero de ordem das laminas de agua ou das vazdes observadas;
N: nimero total de dados observados; Xi: lamina de 4gua ou vaz&o observada
para cada fracdo de &rea acumulada; ’)Zi : lamina de agua ou vazdo calculada para
cada fragcéo de area acumulada.

Existem varios algoritmos programados em pacotes estatisticos (SAS, 1990) e
planilhas eletrénicas (Microsoft Corporation, 1994), que podem ser utilizados
para determinagéo dos parametros de ajuste de modelos ndo-lineares. Caso haja
interesse na programacéo direta de um desses procedimentos, recomenda-se a
utilizacdo do algoritmo proposto por Marquadt (1963), o qual se encontra
programado em Press et al. (1990). Nessa abordagem, sera utilizada a rotina
“Solver” da planilha “Excel” que se encontra disponivel entre as ferramentas
contempladas por esse aplicativo.

Para demonstrar o procedimento de ajuste dos parametros do modelo proposto
(Equacéo 1), usando a rotina “Solver”, serdo utilizados os dados observados da
Figura 1, organizados na forma apresentada na Tabela 1.


dilmene
Microsoft Corporation, 1994),

dilmene
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dilmene
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dilmene
Figura 1,

dilmene
Tabela 1.


Tabela 1. Exemplo de ajuste do modelo proposto, considerando os dados de

laminas de 4gua obtidos de um pivd-central.
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Parametros do modelo

X max X min n m SQ
16,50 10,5652 0,76153 1,12830 2,42850221
Coletores Laminas (mm) Quadrado dos
Ordem  Posicdo Acumulados Observadas Calculadas desvios
i d; (m) a; (dec) X; R (X;-X;)2?
1 82 0,01792 16,5 16,19 0,0974
2 70 0,03322 16,0 16,00 0,0000
3 78 0,05026 16,0 15,82 0,0331
4 58 0,06294 15,6 15,69 0,0084
5 74 0,07911 15,5 15,54 0,0016
6 122 0,10577 15,5 15,30 0,0382
7 46 0,11582 15,0 15,22 0,0485
8 50 0,12675 15,0 15,13 0,0171
9 62 0,14030 15,0 15,02 0,0005
10 86 0,15909 15,0 14,88 0,0152
11 126 0,18663 15,0 14,67 0,1079
12 134 0,21591 15,0 14,46 0,2892
13 66 0,23033 14,4 14,36 0,0014
14 138 0,26049 14,0 14,16 0,0251
15 54 0,27229 13,5 14,08 0,3370
16 118 0,29808 13,5 13,91 0,1713
17 130 0,32649 13,5 13,74 0,0553
18 146 0,35839 13,5 13,54 0,0016
19 150 0,39117 13,5 13,35 0,0238
20 154 0,42483 13,5 13,15 0,1214
21 142 0,45586 13,2 12,98 0,0497
22 158 0,49038 13,0 12,79 0,0449
23 174 0,52841 12,5 12,59 0,0073
24 186 0,56906 12,5 12,38 0,0156
25 18 0,57299 12,0 12,36 0,1261
26 38 0,58129 12,0 12,31 0,0980
27 42 0,59047 12,0 12,27 0,0712
28 90 0,61014 12,0 12,17 0,0285
29 94 0,63068 12,0 12,07 0,0046
30 162 0,66608 12,0 11,90 0,0104
31 170 0,70323 12,0 11,72 0,0760
32 98 0,72465 11,5 11,63 0,0160
33 106 0,74781 11,5 11,52 0,0005
34 178 0,78671 11,5 11,35 0,0217
35 190 0,82823 11,5 11,18 0,1036
36 30 0,83479 11,4 11,15 0,0619
37 34 0,84222 11,4 11,12 0,0779
38 102 0,86451 11,0 11,03 0,0010
39 110 0,88855 11,0 10,94 0,0038
40 182 0,92832 11,0 10,79 0,0439
41 22 0,93313 10,5 10,77 0,0747
42 26 0,93881 10,5 10,75 0,0642
43 114 0,96372 10,5 10,67 0,0286
44 166 1,00000 10,5 10,57 0,0043

15
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E importante esclarecer que, no caso de pivo-central, a fragéo de érea,
representada em coletor, varia em funcao da distancia em que ela se encontra do
ponto pivd, a qual pode ser calculada da seguinte maneira:

2ped,
fa, =
2pe(d, +d, +d, +...+d,)
_ d (5)
" (d,+d, +d, +...+d,)

onde: e: constante correspondente ao espagamento entre coletores: i: nimero
de ordem de cada coletor; d;: distancia do coletor de ordem i, em relagéo ao
ponto pivd; fa,: fragdo de area, associada a um coletor de ordem i, em relagéo a
area total; N: niumero de ordem do coletor mais distante do ponto pivd. Nessa
defini¢éo, pode ser, facilmente, demonstrado que o termo2ped, é exatamente
igual a area da coroa circular representada pelo coletor de ordem i, o qual se
encontra posicionado na circunferéncia de raio d,.

A area relativa acumulada, correspondente a cada coletor, pode ser calculada,
somando-se, seqliencialmente, a partir do primeiro até o coletor desejado, cada
fracdo de area correspondente, definida pela Equacao 5, resultando na seguinte
formula:

a, = 1 §k1d
KT v, v dy 4 d) S (©)

onde k : nimero de ordem de um coletor qualquer e @, : area relativa acumulada,
associada a um coletor de ordem k. Para fins de exemplificagdo, utilizando os
dados apresentados na Tabela 1, sugere-se verificar que a soma de todas as
distancias é igual 4576 e que a soma das distancias até o coletor de ordem 10 é
igual a 728, resultando na fragédo de area acumulada (Equacdo 6)de 0,15909,
correspondente a esse coletor.

Antes de acionar a rotina “Solver”, a referida planilha de dados (Tabela 1) ja
deve estar aberta para uso. Em seguida, a rotina “Solver”, deve ser, entéo,
acessada na barra superior de ferramentas da planilha “Excel”. Caso essa rotina
ndo esteja disponivel, é necessario acionar, nessa mesma barra de rolagem, a


dilmene
Tabela 1)
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opc¢éo “Suplementos” para habilitad-la. Se ela ndo estiver disponivel para
habilitagdo, entdo serd necessario utilizar o disco de instalacdo do programa
“Excel” para adicionar essa opc¢do. Uma vez concluida essas etapas, a rotina
“Solver” deve ser acionada para obter as telas mostradas na Figura 2.

Parametros do Solver l{il
Defivr cebbadedestro: [IREEEE L 0 [ Resober |
iguat &! CMs Mo © valkr de: El:l Fech

Celulas varisveis:

Parametros do modelo
[$B44 8084 6084 5F8a X estimar |
“Suprreter 35 nesirches:
FEf4 <= fFES

§04q >= prga Restricbes | ﬂ;ﬂl
fotd »=0 impostas aos Altersr

$054 >=0,0001 parametros do —I Redefinr tudo
§F$4 >=0,0001 modelo = Bachir |

.

Resultados do Solver 1 .ﬂ_?_‘.l

O Solver encontrou uma solucdo. Todas as restricies e

condigfes otimizadas foram atendidas. Relatérios
Resposta =]
~ do ! Sersibilidade
" Restaurar valores orignals |

[ o | cancelar Sahar candrio... | Apda |

Figura 2. Telas da rotina “Solver”, usadas no processo de otimizacdo dos parametros
de ajuste do modelo proposto e obtencdo da representacdo analitica das laminas de
agua aplicada em funcédo da fragdo de area acumulada.

Na tela superior (Figura 2), encontram-se indicadas e preenchidas as informacoes
necessérias para uso da rotina “Solver”. E importante salientar alguns aspectos
da tela “Parametros do Solver” para melhor dominio na utilizag8o dessa rotina. A
célula indicada como destino, a qual nesse caso esté selecionada como “$1$4”,
deve conter a soma dos quadrados dos desvios (Equagéo 4), verificada entre os
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dados observados e os valores calculados pelo modelo (Equacédo 1). Como o
objetivo da regressdo € minimizar essa soma de quadrados (SQ), entédo, deve-se
selecionar a op¢do “Min” da referida tela superior (Eigura 2). No espago
reservado para as células variaveis estdo exatamente as células ($B$4; $C$4;
$D%$4; $F$4), as quais contém, respectivamente, os valores iniciais atribuidos a
Xax: Xmin N € M. No espaco reservado para restrigdes as variaveis do modelo
estdo indicadas as seguintes informagfes: a primeira restricdo estabelece que
X.,ax S€ja menor ou igual ao maior valor do conjunto de observacdes X;; a
segunda restri¢do impde que X, ., 3 X,,,: a terceira restricdo determina que

X.in 2 0 aquarta e quinta restricbes determinam que n e M sejam positivos.

Feitas essas verificagfes, basta pressionar o botao “Resolver” e a rotina “Solver”
sera acionada, e o procedimento interno de regressdo nao linear entrara em agéo,
indicando na barra inferior da tela do programa Excel, a evolugéo do processo de
otimizagéo, no qual SQ sera reduzido a um valor menor possivel para o conjunto
de dados considerados. Ao finalizar esse procedimento, a tela inferior (Eigura 2)
seré apresentada, indicando que o processo foi bem-sucedido e que a rotina
“Solver” encontrou uma solugéo adequada, atendendo a todas as restricfes e as
condic@es estabelecidas. Caso acontega algum erro na montagem das
informagdes requeridas na tela superior (Eigura 2), o programa apresentara uma
mensagem de erro e o usuério devera verificar o motivo de tal ocorréncia.

Se a operacéo foi bem-sucedida, conforme indica a tela inferior (Eigura 2), basta
pressionar o botdo “OK” e o processo de otimizagéo estara concluido. E
importante salientar que, por se tratar de um processo de regresséo nao linear, é
possivel que a solugdo encontrada nédo seja, ainda, a solugdo verdadeira e, por
isso, recomenda-se acionar o procedimento da rotina “Solver” mais de uma vez,
para se certificar de que os parametros encontrados se mantém constantes,
indicando, assim, que a solucdo encontrada representa o minimo global
esperado.

Além disso, como em todo processo de minimizagdo néo linear, os valores
iniciais, atribuidos pelo usuéario aos parametros a serem ajustados, devem ser
préximos da solucdo esperada, para que o algoritmo iterativo conduza,
realmente, ao minimo global. Por isso, sugere-se que sejam adotadas como
estimativas iniciais para X, e X, , os respectivos valores maximo e minimo do
conjunto de dados observados e, para as estimativas, tanto de n como de m, o
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valor de 0,5. Nesse exemplo, os valores encontrados para os parametros de
ajuste foram os seguintes: X 6 =16,50; X, =10,5653; n=0,7615;
m=1,1283, para uma soma de quadrados de erros residuais, SQ=2,428502

(Tabela 1).

Funcédo de Distribuicdo de
Probabilidade da Agua Aplicada

O modelo proposto, em sua forma reduzida (Equacado 1), pode ser representado,
em termos de uma funcao de distribuicdo, nos moldes das funcdes de
distribuicdo de probabilidade tradicionais (uniforme, normal, lognormal, gama,
beta, entre outras), reconhecendo que o perfil de 4gua varia na area irrigada em
torno de um valor médio, com determinado grau de dispersdo. A idéia de se
associar o perfil de 4gua aplicada em uma éarea irrigada a uma funcao de
distribuicdo estatistica foi extensamente abordada por Hart & Reynolds (1965).
Nessa associagdo, a fragdo de area acumulada (Equacao 3) representa a variavel
aleatdria e as laminas ou vazdes coletadas, ordenadas de forma decrescente e
reduzidas na escala de O a 1, representam a variavel de distribuicdo cumulativa
de probabilidade.

Distribuicdo Cumulativa de Probabilidade

Para expressar a Equacao 3 em termos de uma func¢éo de distribuicdo cumulativa
de probabilidade (fdc), nos moldes de uma fung¢éo de distribuicdo estatistica, faz-
se necessario, reescrevé-la da seguinte forma:

i0 se a<0
; i

F@=i1- (1-a")" se 0<a<1 -
¥1 se a3l

A reformulagdo da Equacgdo 3, introduzindo a diferenca em relagdo a 1, é
necessaria para transformar a funcao F(a) de decrescente para forma crescente,
no intervalo de O a 1, com a variavel a no dominio -¥ a +¥. Utilizando, os
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parametros obtidos com os dados de lamina coletados apresentados na Tabela 1
(m=1,12830 e n=0,76153), a fdc correspondente a este caso podera ser,
graficamente, representada pela Figura 3.

1,0
,(-15\ i
g
< l
©
S 08+
E 4
[5]
Q0
o J
o
o 0,6
-O -4
g
s l
g 04
>
3 l
o
(T
o ]
>
2 02+
@ 1+ m=1,12830
a n =0,76153
T T T T T T T T Cyo T T T T T T T T T 1
2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0

Area relativa cumulativa, a

Figura 3. Fungé@o de distribuicdo cumulativa de probabilidade, associada as laminas de
agua aplicada por um sistema de irrigacdo do tipo pivO-central, correspondente ao
modelo proposto.

E importante salientar que esse modelo pode apresentar uma variedade
consideravel de formatos, dependendo dos valores de m e n encontrados.

Densidade de Probabilidade da Distribuicédo
A funcéo de densidade de probabilidade da distribuicdo estatistica (fpd) pode ser
derivada a partir de sua contraparte fdc, sabendo que:


dilmene
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- dF@

@) =45

(8)

Derivando-se a fdc (Equacédo 7), obtém-se o seguinte:

@= o1 @)
=-m(- a")™? %(1- a”) (9)

=m(- a")™? ()a"?

Para atender aos requisitos de uma funcao de probabilidade de distribuicdo, faz-
se necessario que:

i 0 se af£o0
f@)=im@- a")" P ()a"” se 0<a<1 10)
1o se a3l
a qual deve estar sujeita a seguinte condigéo:
¥
J@da=1 (11)
-¥

Esse requisito pode ser facilmente verificado, integrando f(a) sobre seu dominio
(Equacdo 10), da seguinte maneira:

¥ 1
0@ da = ¢y(@) da
-¥ 0
1
= Omit- a")™? (n)a™? da (12)
0

1
=mgfL- a")™ ¥ na®? da
(0]

21
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Aplicando a técnica de substituicdo de varidveis para integragédo da Equacao 12,

tem-se o seguinte:

u=a" a=0 b u=0
1 (13)
du=na“*da a=1 P u=1

Introduzindo as igualdades da Equagdo 13 na Equagdo 12, tem-se como
resultado a seguinte solucéo:

¥ 1
(f@ da =mgy1- a")™ ¥ na"? da
- ¥ 0

! 14
=mgfL- u™? du ()
(0]

A integracdo da Equacao 14 pode ser alcangada, procedendo-se a mais uma
substituicio de varidveis, utilizando as seguintes igualdades:

z=1-u u=0 b z=1
dz=-du u=1b z=0 (15)
Aplicando essa técnica de substituicdo de variaveis na equagédo 14, tem-se
finalmente o seguinte:
¥ (0]
Ofa) da = meyg™? (- d2)
-¥ 1
1
= mAy™m-2
m dz (16)
(0]
zm 1
=m —
m |0

=1

Na Figura 4, representa-se a referida funcéo de distribuicdo de probabilidade
(Equagéo 10), utilizando os pardmetros m e n acima determinados. Vale
ressaltar, mais uma vez, que essa funcdo possui grande variedade de formatos,
dependendo dos valores dos parametros m e n encontrados.
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Figura 4. Fungé@o de densidade de probabilidade da distribui¢cdo, associada as laminas
de agua aplicada por um sistema de irrigacdo do tipo pivd-central, correspondente ao
modelo de ajuste proposto.

Por causa da natureza aleatdria associada a qualquer variavel de probabilidade,
ndo é possivel predizer, com exatid@o, o valor que ela assumird em um dado
evento. Entretanto, é possivel descrever seu comportamento em termos dos
paré@metros caracteristicos de cada modelo. Dois dos principais parametros
caracteristicos de um modelo de probabilidade sdo média e variancia. A média
de um conjunto de valores observados indica a tendéncia central do conjunto de
dados, e a variancia indica seu grau de disperséo.

Média da Funcao Densidade de Probabilidade da
Distribuicao
A média de uma funcao densidade de distribuicdo f(a) pode ser definida da

seguinte maneira (Beck & Arnold, 1977):

¥
m, = (p f(a) da
¥ (17)
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Introduzindo expresséo que define f(a) de acordo com a Equagéo 10 e
observando que ela sé possui valores significativos no intervalo de 0 a 1,
tem-se 0 seguinte:

1
m, = gm@- a")™ ¥ na"? da (18)
(0]

Para solugéo da referida média, podem-se utilizar as seguintes substituicdes:

u=a" U a=u’" a=0 P u=0

19
du=na"'da a=1 bu=1 (19)

Realizando as devidas substituicdes na Equagédo 18 dos termos da Equacao 19,
tem-se o seguinte:

1
m, =mc~" @- u™? du

0 (20)
A integral da Equagéo 20 pode ser resolvida em termos da funcéo Beta
completa, reconhecendo que sua definicdo pode ser expressa da seguinte
maneira (Abramowitz & Stequn, 1972):
1
B(a,b) = ¢y ' @- u)’* du (21)

0

Em decorréncia disso, a média da funcdo densidade (Equacgdo 20) pode ser dada,
em termos da func¢éo Beta, pela seguinte férmula:

m,=m B (1+1,mj
n (22)

A funcéo Beta, por sua vez, pode ser representada em termos da fungcdo Gama

da seguinte maneira (Abramowitz & Stegun, 1972):

B(a.p) = &2 Gb)
Qa +b)

(23)
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De modo que, a média da variavel aleatéria M, (Equacéo 22) pode ser reescrita
da seguinte forma:

F(;+1jr(m)
e F[r11+m+1j
mf(l) rm) (24)
e
I'l—|T'(m
N EIRCD
:(‘Hnmj r(;mj

Reconhecendo que CGla +1) = a (@) (Abramowitz & Stegun, 1972).

Considerando os pardmetros de ajuste encontrados para o caso exemplificado na
Tabela 1 (m=1,12830 e n=0,76153), pode-se entdo calcular a média da
funcdo densidade de probabilidade, utilizando a Equagéo 24 da seguinte
maneira:

: 6E L 9c(1283)
m -g 1283 U &0,76154
a_g u _
el+ (07615112834 g2 1 4195830
&0,7615 p
=[0,606874] G(1,3132) G(1,1283) o5
G(2,4415)
= [0,606874] (0,89556) (0,940545)
(1,276844)
= 0,400343

Os valores da funcdo Gama podem ser facilmente encontrados em tabelas ou
expressoes algébricas (Abramowitz & Stegun, 1972), obtidas em pacotes
estatisticos (SAS, 1990) ou, ainda, diretamente da planilha eletrénica Microsoft
Corporation (1994). Nesse exemplo, os resultados da funcdo Gama foram
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obtidos, utilizando a planilha “Excel”, reconhecendo, por exemplo, que
G[m) = EXP(LNGAMA(m)), onde EXP() e LNGAMA() séo fungdes do programa
“Excel”.

Variancia da Funcgéo Densidade de Probabilidade da
Distribuicao

A variancia da fungéo densidade de probabilidade de distribuicdo f(a) pode ser
definida da seguinte maneira (Beck & Arnold, 1977):

¥

s2 = ¢fa- m,)’ f(a) da

-y

Haz - 2am, Hni)f(a) da
¥

¥ ¥
Cp° f(@) da - 2m, (p f(@) da + m3 (26)
¥ -¥

¥
(¢’ f@ da - 2m, m, +m3
¥

¥
Cp° f(@) da - m3
¥

Introduzindo f(a) definida pela Equagédo 10 e observando que ela s6 possui
valores significativos no intervalo de O a 1, tem-se o seguinte:
1
si=gff m@- a")™ ¥ na"? da- m: 27)
(0]

Utilizando as substitui¢des indicadas pelas igualdades na Equagdo 19 na
Equagédo 27, tem-se 0 seguinte resultado simplificado:

1 2

s2=m@r@- u™du- m?
° (28)
=mB & +1m2- m?

C—
en %]
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Introduzindo a definigdo da funcdo Beta em termos da fun¢cdo Gama, tem-se que:

& +126(m)
en 9

— 2
a —m — - m;

2 o)
G +m+1=
&n .

2 0
_ 2m g M | (29)
(2+mn) Gga%erb ?

o

E importante salientar que seria desejavel que a variancia fosse definida em
termos de uma expressao simples, descrita diretamente pelos parametros do
modelo, para que fosse de utilidade na construcéo, a partir da média e da
variancia, da fungéo de probabilidade resultante. Ou seja, uma vez conhecidos
os dados observados e calculando sua média e variancia, os parametros do
modelo estariam automaticamente determinados, o que ndo é o caso dessa
formulagdo matematica. E claro que, com os recursos mais facilmente disponiveis
das ferramentas de regressdo nao linear, a exemplo da rotina “Solver” do
programa “Excel” e outros programas, essa limitagdo pouco importa. No caso do
modelo proposto, a alternativa é calcular seus parametros de ajuste, por meio de
regressao ndo linear, e, a partir deles, determinar os demais parametros
derivados.

Considerando os dados apresentados na Tabela 1, a varidncia de a, calculada
pela Equacgéo 20, pode ser obtida da seguinte maneira:

xe 2
G 9G(1283
2 (11283) £0,76154 (1283)

e u
& + (0,7615) (11283)( c® 2 2
0,761
G(2,62640) G(11283)
G(2,85920)
] (1,458485) (0,940545)
(4,44761)

e - (0,40034)2

+1, 83—

(30)

[0,78924] - 0,160272

[0,78924 - 0,160275

0,083149
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Aplicacdo do Modelo Proposto na
Andlise de Desempenho da
Irrigacéo

Uma vez ajustado o modelo aos dados observados, entdo todos os indicadores
de desempenho da irrigagdo podem ser diretamente calculados a partir do perfil
de 4gua modelado. Essa abordagem é altamente desejavel conforme preconiza
Solomon (1983). Nesse caso, 0 modelo proposto sera utilizado como base de
desenvolvimento das principais relagdes necessarias na analise de desempenho
da irrigacéo, utilizando os valores de m, n, X .. e X_ .. que ja foram
determinados anteriormente (Tabela 1).

Coeficiente de Uniformidade de Christiansen (CUC)

De maneira geral, o valor de CUC, que reflete a relagédo entre a média absoluta
dos desvios e a média geral aplicada (Christiansen, 1942), pode ser definido da
seguinte forma:

w]]

ki

CuC =100 G- (31)

><||
S

onde | D |: média dos desvios absolutos e X : média geral do perfil de agua
aplicada. A seguir, serdo apresentadas as dedugdes das férmulas de calculo e
suas exemplificagdes para os termos | D | e X, necessérios a determinacdo do
CuUC.

Lamina média aplicada

E importante relembrar as definicdes de lamina estabelecidas pelas Equages 1 e
3. A primeira definigdo (Equagdo 1) considera a variavel X na unidade em que
foi medida, enquanto a segunda definicdo (Equacdo 3) considera essa mesma
variavel expressa em sua forma reduzida, representada por x . Por isso, a média
da lamina aplicada pode ser deduzida, quanto na sua forma reduzida,
representada por X , quanto na sua forma absoluta, representado por X .

Desse modo, partindo-se da Equagéo 3, a férmula para o calculo da média
reduzida do perfil de 4gua aplicada pode ser derivada, considerando a seguinte
definicéo:

1

I(1—a ) da (32)

o]
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Fazendo uso das igualdades indicadas na Equacdo 19 para realizar as
substituicGes desejadas, entdo o valor de X se transforma na seguinte
integracgéo:

iz; un" (1-u)™du (33)

Finalmente, considerando a definicdo da fungdo Beta dada pela Equacgdo 21, a
Equacgdo 33, pode ser expressa pela seguinte formula:

Y:EBgi_n+1m+19
n en g

=1 & m+10 (34)
n_ én o

Por sua vez, tomando-se a definigdo da funcdo Beta apresentada na Equacgéo 23,
em termos da funcdo Gama, tem-se que:

B 11"(%)F(m+1)
. rGjm I (m) (35)
(i
r[%jr(m)

(1+mn) . (1+m]
n

Fazendo uso da propriedade Ga +1) = a a) da fungcdo Gama |[(Abramowitz &
Stegun, 1972)| nas simplificagBes acima, o resultado encontrado é exatamente

igual a férmula de média derivada na Equacao 24.

A formula para o célculo da média geral X, expressa na unidade de medida da
agua aplicada, pode ser derivada, integrando a variavel X, definida pela
Equacdo 1, no dominio ndo nulo da variavel a (O a 1), da seguinte maneira:
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X = [X it~ X ) (1-27)" ]

(36)

Ot—— . Ot—

X da+ (X, —Xmin)j' (1-a")" da
o}

X min + (Xmax - Xmin ) X

Esse resultado é obtido, utilizando a condigdo do integrando X, ser constante
na primeira integral e o X ser a solug¢éo da segunda integral (Equacéo 32).

Dessa forma, ao serem utilizados, os valores absolutos calculados de
X, =10,5652 e X, =16,50, pode-se determinar o valor de X, para o caso
exemplificado, empregando a Equagdo 36 da seguinte maneira:

7( = Xmin + (Xmax_ Xmin)i
~10,5652+(16,50 - 10,5652)(0,400343) (37)
=12,94

Esse resultado representa exatamente a lamina média correspondente ao perfil de
agua modelado pela equagéo 1.

Média dos desvios absolutos

Para o célculo da média dos desvios absolutos, a qual representa a média dos
desvios dos valores da variavel reduzida em relagéo aos valores observados,
também serd empregada a l6gica de primeiro calcular a média reduzida dos
desvios absolutos | d | , para depois calcular, a partir dela, a média dos desvios
absolutos | D | na unidade de medida em que foi realizada a coleta dos dados.

A média reduzida dos desvios pode ser derivada, utilizando a seguinte
definicdo, encontrada em Warrick (1983):

ap 1
| d|=[x-x1da+ [(x-x da (38)

0 a.

E importante ressaltar que ao se ajustar qualquer modelo aos dados de Iamina de
agua coletada, utilizando o método de regressdo, o processo trata de dividir
igualmente as areas em excesso e em deficiéncia, minimizando a soma dos
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guadrados dos erros entre os valores observados e calculados. Nessa
modelagem, o termo a, representa exatamente o valor especifico da area relativa
acumulada, no qual o valor de X do perfil modelado coincide com a lamina
média de agua aplicada, ou seja, é o ponto onde o perfil deixa de ser excedente
e passa a ser deficiente.

A férmula de calculo do valor de a, pode ser definida diretamente da Equagéo 3,
considerando que X =X para a =a, , da seguinte maneira:

%
a, :(1- x%) (39)

A Equacéo 38 pode ser resolvida, empregando o seguinte desenvolvimento:

\a\zfu—ﬂda+hi—nda
0 a,

a E! 1 a

= J.x da—J.Li da+‘[(i—x)da—‘[(i—x)da
0 0 o] 0]
a a 1 1 a a
=!xda—!ida+£§da—!xda—!ida+£xda 40)
a a_ a a
= dea—jida+i—i—j§da+_{xda
o] 0 0 o]

a a_
=2jx da—zji da
0 (o]

a_
=2[xda-2%a,
[¢]

Substituindo a varidvel x por sua definicdo (Equacgdo 3), a Equagdo 40 pode ser
reescrita da seguinte maneira:

oN
Il

ac
2jxda—2iaL
6]

(41)

2 }L(1—a”)mda ~2xa,
[0}
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Utilizando as substituices pertinentes indicadas na Equagéo 42:

n

u=a" = a=u"" sea=0=u=0; a=a =u=( )"

o B (n;n B (1;n) (42)
du=na"“""da du=nu " da = da=—u " du
n

Tem-se como resultado para Equagéo 41 a seguinte expressao:
a

|d|=2[(1-2a")"da-2% 3,
0

2% (0 (43)

A integral resultante da Equacao 43 pode ser expressa em termos da fungéo
Beta incompleta, aplicando a seguinte definicdo encontrada em Abramowitz &

Stegun (1972):
A

B, (o) = fu*™"(1-u)""du (44)
0]

De forma que, a Equacao 43 resulta em:

al (1-n)

‘a‘:zjuTﬁ—u)mdu—ZiaL
no

Zg, (10
n t n

1 1 _
= ZLBaE(n,mJﬁj— X aL}

E importante salientar que existe uma relacdo entre a funcéo Beta incompleta e a
funcdo Beta completa, expressa da seguinte maneira (Abramowitz & Stegun,
1972):

+1,m+1]—2iaL
(45)

J;u""1(1 —u)’'du
I (ab)= 22 ‘“'[f)) o (46)
|

u'(1- u)[Hdu
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eb=m+1, tem-se:

Sl

De modo que, para | =a', @

Bn(l;m+1jzln(l,m+1j8(l;m+1] (47)
ar\n a\n n

Substituindo a Equagdo 47 na Equacao 45 e considerando a defini¢cdo de X
expressa pela Equacdo 34, tem-se o seguinte resultado:

;m+1)—ia|_} (48)

Segundo Abramowitz & Stegun (1972), a funcdo Beta incompleta se relaciona
com a func¢do de distribuigdo F da seguinte maneira:

l, (o, B )= DISTF (f; 2B; 2at)
onde =< (ﬂj (49)
Bl A

onde DISTF() é a funcéo estatistica da planilha eletrénica “Excel” que retorna um
valor da Distribuig&o F, associado aos parametros (f; 2b; 2a).

De modo que, a Equagdo 48 pode ser expressa da seguinte maneira:

|d|=2x {DISTF[f; 2(m+1); 2 (1/n)] -3} (50)

Exemplificando com os parametros do modelo ajustado, a, = 0,46235,
n=0,76153 e m=1,12830, os termos para avaliagcdo da funcdo de
distribuicdo F sdo os seguintes:

al' = (0,46235) 070152 (51)
= 0,55573
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Sendo que:
fo el/n o - a' 0
gm +lg a/ a
_ad,31313¢ &-0,55573¢ (52)
" €2,128304 § 0,55573 ¢
=0,49324

Desse modo, o valor de | d | , para o caso exemplificado, pode ser calculado da
seguinte forma (Equacéo 50):

| d|=2%x{DISTF[f; 2(m+1); 2/n)]- a}
=2 (0,400343){0,753386 - 0,462342} (53)
= 0,233035

Esse resultado representa exatamente a média dos desvios absolutos em sua
forma reduzida. Para se obter a expressao que transforma | d | na média dos
desvios | D | € necessario, primeiramente, considerar a seguinte definicéo:

1
- X)da+ X - X)da
s - (54)
=28Xda-2X a,
0

D

I
°Q¢
X

Substituindo os termos X e X da Equacgédo 54 por suas definicSes decorrentes
da Equac3o 1 e considerando, também, a definicdo de X expressa pela
Equacgdo 32, tem-se o seguinte desenvolvimento:

| 5|:26]'L5(da—27(aL
- 2_’. [ min max >(m|n)(1 a ) ]da 2 [ mln +(Xmax _Xmin)(1_at)m] a
= 2.[ Xminda + 2(Xmax - Xmin ;f(1 - ar‘ )mda - 2XminaL - 2 (Xmax - Xmin )(1 - aE )m aL
o] o]

a,
= 2XminaL + (Xmax - Xmin )_“2(1 - an )mda - 2)(minaL -2 (Xmax - Xmin )y a.
0

<>{ [(1-a")da - 2x } (55)
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Reconhecendo que o termo em colchete é exatamente a férmula dada pela
Equacgédo 41, entdo a Equacgdo 55 pode ser simplificada na seguinte expresséo:

| B |= (Ko - Xo) | ] (56)

max

De modo que, para o exemplo dado, tem-se o seguinte resultado:

‘ 5‘=(>(ma>( - xmin) a‘
= (16,50 - 10,5652) (0,233035)
=138302 (57

Esse resultado representa exatamente a média dos desvios absolutos entre as
laminas de agua aplicada e a média geral obtida, utilizando o perfil de agua
modelado pela equagéo 1.

Exemplo de calculo do CUC
Considerando os dados relativos ao exemplo estudado, onde | D |=1,38302 e
X =12,94, tem-se o0 seguinte resultado de CUC:

2 Do
CuC =100 &1- 1~
& X3
a
~100 a 1,383029
e 12,94 ¢
=89,31% (58)

Esse resultado representa a uniformidade geral da irrigacdo, ou seja, nesse caso
existe igualmente 5,345% da agua aplicada, em excesso e 5,345% em
deficiéncia.

Coeficiente de Uniformidade de Distribuicdo (CUD)

Outro indicador de uniformidade bastante utilizado na avaliagdo de sistemas de
irrigacéo é o Coeficiente de Uniformidade de Distribui¢do que se baseia na
relacdo entre a média do quartil inferior e a média geral aplicada (Davis. 1966).
Para essa determinagéo, € necessario primeiramente derivar a formula de calculo
da média do quartil inferior, uma vez que a média geral ja foi desenvolvida
anteriormente (Equacgéo 36).
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Expressando a definicdo do CUD matematicamente, tem-se o seguinte:

CuD =100 &Xq 0 (59)
= = 5
5% 5

onde Yq: média, em relagdo ao quartil inferior, dos valores de agua aplicada.

LAmina média do quartil inferior

A semelhanca da abordagem empregada no célculo da média geral, aqui também,
serd empregada a idéia da média reduzida, ou seja, primeiro sera calculada a
média reduzida do quartil inferior e, posteriormente, a média do quartil inferior,
propriamente dita.

A média reduzida do quartil inferior pode ser encontrada, seguindo a definigédo
dada por Warrick (1983), expressa da seguinte maneira:

1

(‘)(da
iq - 3/4 30
gj__ Z+ (60)
e @
1
X, =4 (‘)(da

3/4

Introduzindo a definicdo de X da Equacado 3, na Equacgdo 60, tem-se que:

X, =4 1‘& 1- a”)mda
3/4 (61)

Para facilitar a integracdo desta Equacgéo 61 e antecipando ser sua solugao
expressa em termos da fungéo Beta completa e incompleta, serdo realizadas as
seguintes transformagdes:

X, =4 6(1- a”)mda
3/4
3/4

=4 1‘&1- a”)mda- dl- a”)mda
0 0

(62)
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Pelo que ja foi demonstrado anteriormente (Equacdes 32-34), a solucdo da
primeira integral resulta na fungéo Beta completa, enquanto a segunda integral
resulta na funcdo Beta Incompleta (Equacdes 43-48), de modo que a solugéo da
Equacgdo 62 podera ser encontrada empregando o seguinte desenvolvimento:

3

M /4
%, =4 [(1-2")" da- (1 }
LO
g
Ln

“4 (o] ey mﬂ
il b o]
:4% [l'”‘”ﬂ{ ool J}

Reconhecendo que a fungdo Beta incompleta pode ser expressa em termos da
funcdo de distribui¢cdo F (Equacgdo 49) e considerando o resultado dado pela
Equacgédo 34, o valor de Yq pode ser, entdo, reduzido a seguinte férmula:

X, =4 X {1-DISTF[f; 2(m+1); 2(1/n)]} (64)

Exemplificando sua aplicagcdo, com os parametros de ajuste ja conhecidos do
caso em estudo, tem-se que:

_ 1Un (1- 075)"
i oot
= (0,61702)(0,24492)

=0,15112 (65)

Utilizando a planilha “Excel” para calcular a Distribui¢éo F para o valor de
0,15112, sujeita aos graus de liberdade 2(m—+1) e 2(1/n), sabendo que
X =0,400343, n=0,76153 e m=1,12830, tem-se o seguinte:

X, =4 X {1- DISTF[f; 2(m+1); 2@/ n)[}
=4 x{1- DISTF[0,15112; 4,25659; 2,6264)]}
=4 (0,400343){1- 0,94613}
= 0,08626 (66)
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Uma vez conhecido o valor de Yq, a média do quartil inferior Yq pode ser,
entdo, derivada, considerando a definicdo de X na sua forma absoluta
(Equacéo 1) e realizando os seguintes passos:

Xq =4 E{Xmm"' (Xmax b Xmm)(l- an)m}da

3/4

= 4} aixm‘” + (Xmax - Xmm)(l- an )m}da- 3Ié{xmm + (Xmax - Xmm)(l' an)m}dag
lo .
3/4

_4}x + (X - Xmm)é)(l-a")mda- %xmm < (Ko = Xo) 0(1 a)" da%
T

) Cx Yo E 2 X (e X ) B8 B g
= 4,:\Xm|n + (Xmax Xnin é(; B 9 m +l£ 4 2 Kmin (Xmax Xmm) nﬂ (é/)n M +l%
i el &l a3 e olggd &
=4iX i F X - X &— B¢, - — X m Kinax Xiin oM+l —Be, m o+l
% ( max mm)gn gn m % 4 ( ) (3 )n(} gn gn %
i1 el Qe adl
=47 X+ Ko - X )a— B &=, m+1%& m+1%,
,:\4 min ( max mm)gn gn %gl (%)ngn %% (67)

i el Qe
=iX Xmax = Xmin)4 &= B ¢c—, 17,8l- | —, l:"
’:\ min T ( max mm) gn gn m+ %g‘l‘ (%)ngn m+ %%

Introduzindo a definigdo de X,, expressa pela Equagdo 63, na Equagéo 67,
obtém-se a seguinte férmula para o célculo de Yq :

X :{Xmin + (Xmax - Xmin) iq} (68)

Exemplificando com os dados da Tabela 1, tem-se o seguinte resultado para a
média do quartil inferior:

X ={>(min + (Xmax - Xmin) Yq}
={105652 + (16,50 - 10,5652) (0,08626) }

(69)
=11,0771

Exemplo de célculo do CUD
Considerando definicdo de CUD expressa pela Equacdo 59 e utilizando os
resultados encontrados nas Equacgdes 37 e 69, o valor do CUD, para o exemplo

considerado (Tabgla 1), éigual a:
q 9
CUD =100 § —7 (70)

-100 8311,07712
e 12,94 4
= 85,60%
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Esse indice indica que se a lamina requerida pela cultura for igual a média geral
aplicada, a irrigacdo produzira uma deficiéncia média de 4gua de 14,4%, numa
area ndo maior que 25% da area irrigada.

Eficiéncia de Aplicacdo de Agua da Irrigacéo
Esse indicador de desempenho expressa a relagdo entre o volume util e o total de
agua aplicada, definido da seguinte maneira:

A =100 g & Y= 0 (71)

onde " : simbolo utilizado para indicar volume de agua por unidade area;

" . volume total de agua aplicado, contido na area delimitada pelo perfil de
agua modelado ao longo da fragéo de area acumulada; " ;: volume Gtil aplicado,
contido na area delimitada pela média, quando esta for menor ou igual a lamina
aplicada e pelo préprio perfil de 4gua aplicada, quando ele for menor do que a
média, ou seja, é 0 volume da agua aplicada que, contido na zona til de
absorcao de agua da planta, correspondente a lamina liquida requerida pelas
plantas naquela irrigagéo; E, : eficiéncia de aplicagéo de agua da irrigacéo,
equivalente a relagdo entre a 4gua util e 4gua total aplicada.

Volume total aplicado

Se a 4gua aplicada for medida em termos de lamina (mm) e a 4&rea em metros
quadrados, entdo " , indicara o volume, em litros, da agua aplicada. Ao se
adotar o conceito de area adimensional, entdo " , passa a ter as mesmas
unidades de lamina de agua.

A férmula para o célculo de " , pode ser obtida a partir da seguinte defini¢éo:
1
1] —_ )\ m
AT O[Xmin+(xmax_ Xmin)(l_ an) ] da (72)
0
Como se trata de uma integragéo no intervalo de O a 1, entdo " , é exatamente

igual a média geral aplicada X . De modo que, utilizando a Equacdo 36, pode-se
estabelecer a seguinte férmula:

(73)

X
X (Xmax - Xmin)y

39
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Exemplificando a aplicacdo Equagdo 73, com os pardmetros do caso em questéo
(Tabela 1), o resultado calculado para " , € o seguinte:

" A = Xmin + (Xmax - Xmin)i
=10,5652 + (16,50 - 10,5652) (0,400343) (74)
=12,94

Esse resultado representa exatamente o volume total de 4gua aplicada em uma
faixa de area com largura unitaria, de modo que pode ser interpretada
simplesmente como lamina de agua.

Volume Excedente

O volume de dgua excedente corresponde a toda agua aplicada além do limite
definido pela lamina média. Essa definicdo ndo implica que o volume excedente
ndo possa ser aproveitado pela planta. Considerando que o0s processos de
redistribuicdo da dgua no solo e de desenvolvimento de raizes sdo dindmicos,
eventualmente, ao longo do ciclo da cultura, parte dessa agua podera ser
utilizada, contribuindo para o aumento na eficiéncia real de uso da dgua pela
planta.

A definicdo mateméatica do volume excedente pode ser inferida da Equacao 38,
reconhecendo que a primeira integral abrange exatamente a por¢éo do perfil de
agua que ultrapassa a média aplicada. Nessa abordagem, é importante destacar
gue o volume excedente derivado a partir do perfil de agua reduzido resultara no
volume menor de dgua excedente, identificado por " .

Deste modo, pode-se estabelecer 0 seguinte desenvolvimento:

a.
"o = (gX- X)da

0
a. a.

= (xda- (xda
0 0 (75)
a.

=cda- Xa
0

A solucgdo da integral resultante na Equagédo 75 pode ser expressa em termos da
funcgdo Beta incompleta, seguindo os mesmos procedimentos empregados nas
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transformagdes desde a Equacdo 41 até 48. Assim procedendo, a Equacao 75
passa a ser rescrita da seguinte maneira:

{ 8(1;m+1jln(1;m+1j—xaL}
n ain
< )] .
=X Lo —im+1]-xa
n

=X {I n[1;m+1j—aL}
ai\ n

Utilizando a relagdo entre a fungéo Beta incompleta e a Distribuigéo F, expressa
pela Equagéo 49, o volume excedente fica definido pela seguinte férmula:

", =X [DISTF(f;2b;2a)- a, | (77)
Exemplificando o calculo de ", utilizando os parametros do modelo ajustado,

a, =0,46235, n=0,76153 e m=1,12830, sabendoque b =m+1e
a =1/n e que f=0,49324 (Equagdo 52), obtém-se o seguinte valor:

v, = X {DISTF[f; 2(m+1); 2(1/n)]-a }
=(0,400343){0,753386-0,463415}
=0,11651

(78)

O volume excedente relativo pode ser transformado no volume excedente,
propriamente dito, " ., reconhecendo que a Equacéo 75 pode ser reescrita em
termos dos valores da seguinte maneira:

a,

"= X - X)da
0o
a. a

=X da- (X da

o

0]

a_ _ (79)
=oXda- Xa

0

41
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Substituindo X pela definicdo dada na Equacdo 1 e reconhecendo que X
representa um valor especifico de X para a = a, , entdo a Equagdo 79 pode ser
rescrita da seguinte forma:

VE = a\a:)(min + (Xmax - Xmin)(l_ an)m] da- I:Xmin + (Xmax - Xmin)(l_ aE)miIaL
0
= Xmin a&Lda-F (Xmax - Xmin )a&l_ an)mda - I:Xmin a, + (Xmax - Xmin)aL(l' alrj)mil
0 0
= Xmin a, + (Xmax - Xmin)aal_ an)mda - Xmin a - (Xmax - Xmin)aL (1_ aE)m

0
= (Xmax - Xmin)|:a&1_ an)mda_ a, 6‘_ aE)mi|
0

(80)

Sabendo que X representa, também, um valor especifico de x para a =a, na
Equacgédo 3, entdo a Equacgdo 80 pode ser expressa como segue:

Ve = (K= Xoin) [£(1 ~a")"da-a,(1- a[‘)mi|
= (X = X)) [!(1 ~a")"da - aLx:|

= (Xmax_xmin) |:J.X da_ aL Xj|
6]

(81)

Reconhecendo que o termo em colchete é exatamente a definicdo do volume
excedente reduzido expresso pela Equacdo 75, entdo a Equacdo 81 restringe-se
a seguinte formula:

e =X

- X (82)

'
max min) e

Aplicando essa definicdo (Equacdo 82) ao exemplo dado (Tabela 1), tem-se o
seguinte resultado:

"’ E :(xmax - ><min)II e
= (16,50 - 10,5652) (0,11651) (83)
=0,6915
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Volume deficiente

O volume deficiente de dgua representa a quantidade de agua que faltou para
atingir a média aplicada. A definicAo matematica do volume deficiente pode ser
inferida da Equacao 38, reconhecendo que a segunda integral dessa equacgao
engloba exatamente a por¢éo da area irrigada em deficiéncia.

Usando o mesmo procedimento adotado na derivagdo do volume de 4gua em

excesso, primeiro calcula-se o volume deficiente de agua reduzido, " ,
considerando o seguinte desenvolvimento:

1
= (‘ji - X) da
a

1 aL

:(‘ji-x)da-(‘ji-x)da

0

1 ap a_

X da - O<da Oxda+0<da

(84)

A solucgédo da integral da Equagéo 84 pode ser expressa em termos da fungéo
Beta incompleta, usando a mesma abordagem empregada nas transformacdes
das Equacdes de 41 a 48.

Assim procedendo, a Equagéo 84 transforma-se na seguinte:

"d:e&Bgd m+1— nagé_. m+1—- xaLE
en aén @
:gx‘ Iangé;m+1—- xaLH
e ten ] u (85)
=X aé;m+19- aLB
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Utilizando a relagdo entre a fungéo Beta Incompleta e a Distribuicéo F
(Equacao 49), o volume excedente pode ser, finalmente, definido por:

¥, =X [DISTF (f; 28; 2a) - a,] (86)

Essa formula de calculo de " ; € exatamente igual ao calculo de "
(Equacéo 79) demonstrando, assim, ser os dois volumes iguais.

O volume deficiente reduzido pode ser transformado no volume deficiente,
propriamente dito, " , sabendo que:

1
"o = kX - X) da (87)

Da qual é possivel deduzir que:

1 1
", =X da- X da

|
~~
K
Q
-
~—
I
1
X"
o
8}

& y (88)

A Equacédo 88 é exatamente igual a Equacédo 79, de modo que se pode inferir a
partir da Equagédo 82 que:

! D :(Xmax - Xmin) " d (89)
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Volume util

O volume util representa exatamente a porcdo da agua contida na area delimitada
pela média aplicada. De modo que, subtraindo o volume excedente do volume
aplicado, obtém-se o volume til da seguinte maneira:

u "A'"E (90)

A E (91)
=12,94 - 0,6915

=12,2485

Exemplo de calculo da E,

Para o exemplo dado na Tabela 1 e utilizando a Equagdo 71, obtém-se o
seguinte resultado:

E, =100 8912,24859

e 12,94 4
=94,66

(92)

Adequacéao da Irrigacéo

E importante relembrar que a média aplicada (Eigura 1) é considerada como
sendo a lamina liquida de &4gua requerida pela cultura, ou seja, ela representa
exatamente a capacidade que o sistema tem em atender aquele requerimento sem
nenhuma majoracao ou reducdo. Nesse enfoque, qualquer por¢édo da area irrigada
gue recebe a quantidade de agua igual ou superior a lamina média aplicada deve
ser considerada como adequadamente irrigada. Dessa maneira, quanto maior a
area irrigada com laminas superiores & média mais adequada sera a irrigagéo. E
claro que o aumento na adequacéo da area irrigada implica reducao na eficiéncia
de aplicagdo, a qual sera tanto menor quanto mais desuniforme for o perfil de
distribuicdo da agua aplicada.

A média, como uma medida de tendéncia central, vai indicar o local 6timo
desejavel no qual todas as laminas de 4gua deveriam atingir. No entanto, na
realidade, como a distribuicdo da agua ndo é uniforme, parte da area estara com
4gua em excesso e a outra com deficiéncia. E evidente que, depois do ajuste do
modelo, por meio da técnica dos quadrados minimos, a média dividird,
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exatamente, a area total irrigada, em duas partes iguais, sendo metade em
excesso e a outra em deficiéncia. Se o modelo ajustado fosse, por exemplo, a
distribuicdo normal, essa divisdo no eixo representativo das &reas seria
exatamente em 0,5, ou seja, 50% da area em excesso e 50% em deficiéncia.
Entretanto, como o modelo proposto ndo é necessariamente simétrico o qual, por
isso, ajusta-se melhor as vérias situacdes encontradas, essa divisdo no eixo
representativo da fragcdo de area irrigada, neste caso, ocorreu para a=0,4623,
ou seja, 46,23% da area se encontram com excesso e 0 restante com
deficiéncia.

Nesse caso exemplificado, o sistema de irrigagdo possui 0s seguintes
indicadores de desempenho: CUC = 89,31, CUD = 85,60, a, = 0,4623,
"¢ =0,6915, ", =0,6915, E, =94,66%.

E importante destacar que os indicadores de uniformidade (CUC ou CUD) servem
apenas como guia de julgamento do desempenho do sistema em seu papel de
distribuicdo da agua aplicada, ou seja, esses indicadores podem ser utilizados,
por exemplo, para se estabelecer conceitos sobre seu desempenho (por exemplo,
excelente, bom, razoavel e ruim), para tomada de decisdo sobre a necessidade
ou nao de se realizar mudangas no funcionamento hidraulico da rede de
tubulacées de distribuicdo da agua aplicada. E claro que sistemas com baixos
valores de uniformidade vdo sempre resultar em baixos indices de desempenho,
requerendo maiores ajustes na lamina liquida requerida para que esse sistema
opere com adequacao de irrigagdo elevada, resultando, assim, na menor
eficiéncia de aplicagéo.

Ajuste da area adequadamente irrigada

O ajuste da area adequadamente irrigada € uma operacao na qual se busca
encontrar o ponto 6timo entre o percentual de area que deve ser mantido
recebendo aplicagBes de agua em quantidades iguais ou maiores do que a lamina
requerida pela cultura para satisfazer as exigéncias de produtividade, com o
menor percentual de excesso possivel. A agua aplicada em excesso aumenta o
consumo de energia, reduzindo a margem de lucro do produtor.

Uma vez decidido qual devera ser o percentual da area que devera ser mantido
adequadamente irrigado, o sistema de irrigacao devera ser operado de modo que
o perfil de lamina aplicada intercepte a lamina requerida exatamente no ponto



Modelo Matematico para Avaliagéo... 47

equivalente ao valor de fragdo de area igual ao percentual estabelecido de area
adequadamente irrigada.

Na Figura 5, podem-se observar os perfis de 4gua correspondentes ao ajuste da
fracdo de area adequadamente irrigada de 46,33% para 90%. A média de agua
aplicada referente ao primeiro perfil € considerada a lamina requerida pelo cultivo
e, portanto, permanece estaciondrio, enquanto, o segundo perfil é ajustado para
a meta estabelecida de 90% para a area adequadamente irrigada. Com esse
ajuste, haverd aumento no volume total de 4gua aplicada e, conseqiientemente,
no volume de 4gua em excesso e uma redug¢do no volume da dgua em
deficiéncia, resultando em decréscimo da eficiéncia de aplicacao.

Area relativa acumulada, a

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00
0,0 . . . I . . . I TR . I . . . I . ‘. .
4,0 | '
8,0 |
s
s 12,0
o
8
K
3 16,0
(]
R
<§ 20,0
- |
240 | O Valores observados antes do ajuste
] A Valores observados depois do ajuste
] — Modelo
28,0 — . — Média
I Limite da &rea adequadamente irrigada
32,0

Figura 5. Perfis de agua aplicada por um pivd-central, ordenados de forma
decrescente, em funcgdo da fracdo de area irrigada, indicando dois eventos distintos de
area adequadamente irrigada (46,23% e 90%).
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Fator de adequacéo da irrigacao

Tomando por base a assertiva de que o formato do perfil de distribuicdo da agua
aplicada nédo se altera com 0 aumento ou diminui¢do da lamina média desejada,
entdo pode-se afirmar que o ajuste da area adequadamente irrigada pode ser
alcancado, simplesmente, deslocando todo o perfil para baixo ou para cima,
conforme desejado.

Esse deslocamento pode ser definido em termos de um fator de
proporcionalidade, aqui denominado fator de adequacgéo da irrigagéo,
representado por F e expresso, matematicamente, da seguinte forma:

X
Fi = ?R (93)

onde: 5(R : lamina de agua ou vazédo do perfil ajustado e 5(: lamina de agua ou
vazéo do perfil de agua cuja média seja equivalente a lamina liquida requerida
pelo cultivo. E importante ressaltar que, qualquer que seja o valor de X ao ser
multiplicado pelo Fator de Adequacéo F, ele se transforma em X . Desta
forma, podemos estabelecer as seguintes igualdades:

=F X X.=F X (94)

onde X i
lamina média do perfil ajustado.

e Xgma ! l@minas minima e maxima ajustadas, respectivamente; X :

Considerando a Figura 5, observa-se que a lamina média original aplicada, X,
encontra-se com o perfil descrito por X, exatamente, na fragéo de area
desejada, a ;. Por isso, pode-se estabelecer a seguinte igualdade:

X = XRmin + (XRmax - mein) (l_ aER)m (95)

Desse modo, introduzindo as relagfes da Equacdo 94 na Equacédo 95, tem-se o
seguinte:

X = F, Xt (K= %) (1- )" 96)
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Resultando na seguinte férmula:

X
F =
|:Xmin + (Xmax - Xmin) (1 —a ER )m:| (97)

Com F; variando no seguinte intervalo:
X X
X

max min

U Ofa,£1 (98)

Com os resultados do exemplo em consideragdo (Tabela 1) e considerando a
meta de 90% de area adequadamente irrigada, o Fator de Adequacéo
correspondente sera de:

12,9411565

[10,57+ (16,50 - 10,57) (1-0,9°7%'%) '] (99)
~1,1879

E =

Isto significa dizer que para atingir 90% da area com irrigagdo adequada é
necessario majorar a lamina liquida requerida pelo cultivo em 18,79% para esse
sistema de irrigacéo.

Indicadores de desempenho da irrigacdo ajustada

O volume total de 4gua aplicada, depois do ajuste, pode ser estabelecido pelas
seguintes relages:

AR

I
mox

Ri
X (100)

i A

1
n

Por sua vez, o volume excedente, em relagdo a média original, pode ser definido
da seguinte forma:

ag

" T GXR - X) da (101)
0


dilmene
Tabela 1)
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De maneira que:

ar

"= Xk X)da
0o

ar ar

OXeda- Xda
0 0

v U0 _
=FépXdag- Xax,
€o 3
e 102
_F eO>(m|n da+(xmax Xmln)o(l a) dau X aLR ( o )
8o g

Fi %(min aLR + (Xmax_ Xmin)b(l_ an)mdag_ Y aLR
e 0 g

Considerando o desenvolvimento aplicado na Equacgéo 45, pode-se inferir a
seguinte solucdo para a integral da Equagédo 102:

aR

0(1 a")"da = H oo m+1E (103)

De maneira que a Equagéo 102 pode ser expressa da seguinte forma:

)aeio ael

é
" =F X . + +1=- -
ER FI 8Xm|n aLR (X max "~ mln LRen ,m l& X aLR (104)
= Fi gxmin +(Xmax min ?986}%} m+l— ?L m+lg:|_ )? aLR
€ Ng en fen ZH

Por sua vez, considerando as Equacgdes 2 e 25, pode-se estabelecer que:

Y_ Xmin _1 %1

G
- fmn = ZB @, m+1s
Xmax - Xmin n gn e (105)
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Substituindo a Equagdo 105 na Equacgdo 104, pode-se afirmar que:

" ER = Fi exmln + (Xmax >(m|n)wﬁgl n E?l_'m +1%_ Y aLR
@ Xmax - Xmin ﬂ fen @@
é _
=F aX_. X-X | 1 X
i exmln +( mln) aly en ,m+ % aLR (106)
=F, |:xm,n . +(X- X, ) DISTF (f;2(m+1); 2(1/n)) |- X a,

Dessa forma, o volume excedente pode ser resumido no seguinte:

. =F g}(min +(X Xm,n)| m+1%' Xa

(107)
=F, [xm,n L +(X- Xmm)DISTF (F: 2(m+1): 2/ m))- X a,

Sabendo que o valor f agora é definido por:

f—[ 1/n j 1-als
m + 1 ar (108)

Entdo para os dados do exemplo utilizado (Tabela 1), pode-se deduzir os
seguintes resultados:

a,, = 0,90

n=0,7615

m =1,12830

a = (0,90)070%) = 90,9229

f= eel/n Oa aLRO (109)
m+12‘ ak @

f = (0,61702) 3~ 0:92299
€ 09229 4

f= (0,61702)(0,08354)
f =0,05154

51


dilmene
Tabela 1),


52

Modelo Matematico para Avaliagéo...

Assim, pode-se dizer que:

" = F X @ + (X- X)) DISTF (F; 2(m +1); 21/ 1) - X (@,5)
=(1,1879)[(10,5652) (0,9)
+(12,9412-10,57) DISTF(0,05154; 4,2566; 2,6264) ] - (12,9412) (0,9)
=(1,1879)[(10,5652) (0,9) + 12,9412 -10,57) (0,991266)]- (12,9412) (0,9)
= 2,4455

(110)

Assim, o volume (til aplicado, considerando a definicdo expressa pela Equagéo
100, pode ser calculado da seguinte maneira:

UR AR ER
SE Lt (111)
I

Aplicando-se essa defini¢cdo para o exemplo em questéo, o volume util

resultante, depois do ajuste da lamina liquida, sera o seguinte:

"w=R"Aa "
= (1,1879) (12,941155)- (2,2141) (112)
=12,9267

Reportando-se a Figura 5 e a Equacdo 73, o volume em deficiéncia pode ser
definido da seguinte maneira:

"or = X- "R
_—n n (113)
A~ UR
Para esse problema, o volume em deficiéncia pode ser calculado por:
"= A "
= (12,941155) - (12,92668) (114)
=0,014473

A eficiéncia de aplicacdo, depois do ajuste da lamina, pode ser, entdo, calculada
da seguinte maneira, seguindo a definicdo dada pela Equacéo 71:

&" g0

E,r =100 g Rz

AR @

" - 115
=100 EBF w2 (119)
i a@




Modelo Matematico para Avaliagéo...

Em relagdo ao caso estudado, a Equacdo 116 resulta no seguinte:

£ 100 & 12,92668 0
aR g (1,1879) (12,941155) (116)
= 84,09%

Dessa forma, chega-se a conclusédo que, majorando a lamina em 18,79%, a area
adequadamente irrigada passa de 46,23% para 90,00%, resultando na redugéo
da eficiéncia de aplicacdo de 94,66% para 84,09% e no aumento do excedente
de &gua de 5,34% para 18,90%.

Consideracdes Finais

A funcéo de distribuicdo proposta é semelhante ao modelo de retengédo de agua
de Genutchen (1978) e possui caracteristicas da funcdo de distribuicio Beta,
conferindo-lhe grande potencial de ajuste aos mais variados tipos de perfil de
agua aplicada. Todas as relagBes necessarias ao célculo da avaliacdo de
desempenho de sistemas de irrigac@o séo derivadas em termos de fungdes e
expressdes facilmente solucionaveis com os recursos de planilhas eletrénicas
como o programa Excel. Esse modelo, por ser definido com quatro parametros
de ajuste, em principio, possui maior flexibilidade de ajuste do que os outros
modelos, tradicionalmente utilizados como: uniforme, normal, lognormal, gama,
beta e potencial, os quais sédo definidos com um nimero menor de parametros.

O modelo é também utilizado para derivar uma nova forma de transformacéao da
lamina liquida em lamina bruta de irrigagdo, utilizando um Fator de Adequacéo da
Irrigacdo, desenvolvido com base na idéia de que é possivel ajustar o perfil da
agua aplicada para satisfazer uma meta previamente estabelecida de area
adequadamente irrigada. O fator de adequagédo desenvolvido integra os
indicadores de uniformidade e de eficiéncia de irrigagdo em um s6 fator
guantitativo, diretamente, vinculado as decisdes de manejo da irrigagdo adotadas
pelo produtor.

53
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Mathematical model for
evaluating performance of
irrigation systems

Abstract - The irrigation performance of any irrigation system is highly facilitated
when using a fitted model to represent the measured data. Several statistical
distribution models, such as uniform, normal, lognormal, specialized power,
beta, and gamma, have been used to fit applied water from irrigation, as an aid
to evaluate the irrigation performance. However, the goodness of fitting the
model to the observed values is very important to warrant reliable results. The
purposed model resembles a power function and has the desirable flexibilities for
adjusting data. It uses four adjusting parameters, conferring to the model a great
deal of power to adjust a variety of possible shapes of normally found
distribution profiles from water irrigation applications. Its adjusting parameters
can be easily estimated using the “Solver” routine from Microsoft Excel. The
new mathematical model is used to represent the applied water to derive the
formulations needed to calculate all the necessary parameters for compute
uniformities and efficiency measures. Additionally, it is purposed an irrigation
factor to adjust a given crop water depth so that the resulting average applied
water will match a established goal, defined in terms of the desired amount of
fully irrigated area.

Index terms: irrigation performance, mathematical model, irrigation efficiency.
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